Statistik & Methodenlehre

B. BESCHREIBENDE STATISTIK

Das Gebiet der beschreibenden Statistik wird hier in die univariate und die multivariate Statistik diffe-
renziert. Bei der univariaten Statistik wird nur ein einzelnes Merkmal betrachtet. Das konnte z.B. das
Gehalt der Probanden bei einer Befragung sein. Fiir das Merkmal Gehalt werden dann die Parameter
wie Mittelwert und Streuung berechnet. Wird mehr als ein Merkmal betrachtet - zum Beispiel der Zu-
sammenhang von Gehalt, Geschlecht und Alter - spricht man von multivariater Statistik. Hiufig
wird in der Literatur noch die bivariaten Statistik, bei der nur zwei Merkmale betrachtet werden, als
Sonderfall der multivariaten Statistik behandelt. Dieses konnten zum Beispiel das Gehalt und das Ge-
schlecht sein. Die bivariate Statistik ist bereits ein erster Schritt hin zur Veranschaulichung und Ana-
lyse von Zusammenhéngen, die erst in dem Kapitel ,,SchlieBende Statistik* dargestellt werden.

Den Zusammenhang der in der beschreibenden Statistik auftretenden Grofen veranschaulicht der
linke, rot markierte Teil der nachstehenden Grafik. Nur dieser ist in diesem Kapitel von Relevanz.

Das wesentliche Ergebnis der beschreibenden Statistik ist erst einmal die Haufigkeitsverteilung,
die einen tabellarischen Uberblick iiber das Auftreten bestimmter Werte in der Stichprobe gibt.

Die Parameter Mittelwert usw. sind Maf3zahlen zur Beurteilung der Stichprobe.
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Das Kapitel zur univariaten Statistik wird des Weiteren in nicht klassierte und klassierte Verteilun-
gen differenziert. Bei der Klassierung geht es um die Zusammenfassung von Merkmalsrealisation zu

Gruppen bzw. Klassen. So kdnnte z.B. das Einkommen von befragten Probanden in Gruppen

von 10.000 € /p.a. bis 15.000 €/p.a.,
von 15.001 €/p.a. bis 20.000 €/p.a.
usw.

zusammengefasst werden. Diese Thematik ist heute aufgrund der technischen Entwicklung aber nicht
mehr von grofer Bedeutung.
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2
2.1

Univariate Statistik

Nichtklassierte Haufigkeitsverteilung

Wie grundsétzlich in unseren Skripten folgt nach einer kurzen Einfiihrung immer eine kompakte Dar-
stellung der Definitionen und Sétze fiir den kundigen Leser und danach dann die Veranschaulichung
oder auch Herleitung. Dieser Kapitel betrifft nur die oberen, gestrichelt eingerahmten Definitionen der

Grafik.
,’—---S-ta-tis-ti?cﬁe-l\ﬁ;se------------------------P!Euﬁg-ltﬁt;lc?rt-ceﬂ-tlﬁg---~\\
Q = {w1, wz..0n} {(x1, h (1)), (x2, R (x2))... Com, R ()}
{Cer, £ Cea))s Gz, f () Gy f Cem))}

Statistische Einheiten
W1, Wp...00n

Merkmal X

Merkmale der statistischen Einheiten
X((/l)l) = Xl' X((Dz) = XZ ...X((Dn) =X
Y(w)=Y ..

o ——————

—— -

Parameter von Haufigkeitsverteilungen

* Lageparameter

- Mittelwert, Median, Modus ...
* Streuungsparameter
-> Varianz, Standardabweichung ..,

Das nachstehende Beispiel, bei dem 20 Tabletten einer Packung in Gramm gewogen wurden, konkre-
tisiert die obige Skizze noch einmal. Die statistische Masse in Form der Urliste ist links abgebildet, die
entsprechende Haufigkeitsverteilung rechts. Die verwendeten Grofien gilt es allgemein zu definie-

ren.

Urliste Hiufigkeitsverteilung
(Statistische Masse)
Ifd. Nr. Gramm Gewicht (g)

1 0.65 . Giiltige Kumulierte

2 0,65 Haufigkeit | Prozent Prozente Prozente

3 0,64 Gultig 61 2 10,0 10,0 10,0

4 0,65 ,62 4 20,0 20,0 30,0

5 0,65 ,63 1 5,0 5,0 35,0
,64 2 10,0 10,0 45,0

6 062 ,65 6 30,0 30,0 75,0

! 063 ,66 1 5,0 5,0 80,0

8 0.61 67 1 5,0 5,0 85,0

2 0,65 ,68 3 15,0 15,0 100,0

10 0.64 Gesamt 20 | 1000 100,0

11 0,65

12 0,68

13 0,66

14 0,67

15 0,62

16 0,61

17 0,62

18 0,68

19 0,68

20 0,62
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2.1.1 Mathematische Definitionen

Nachstehende Definitionen fassen die mathematischen Grundlagen dieses Kapitels fiir den kundigen
Leser zusammen. Weniger kundige Leser finden Erklédrungen dazu in dem Abschnitt ,,Herleitung &
Berechnungen®.

Statistische Einheit w

Die statistische Einheit w ist das kleinste Element in der Statistik. Die statistische Einheit ist Tri-
ger von Informationen, die fiir eine statische Untersuchung von Interesse sind

Anmerkungen

» Jede Einheit muss zeitlich, rdumlich und sachlich abgegrenzt sein
»  Synonyme: Element, Beobachtungseinheit, Merkmalstréger

Statistische Gesamtheit Q

Eine Menge wohlunterschiedener statistischer Einheiten w4, w,, ws, ..., w, mit libereinstimmen-
den Identifikationsmerkmalen heif3t statistische Gesamtheit Q mit

Q(wq, Wy, W3, o, wy) = QUw;) miti =1,...,n
Merkmal X

Eine Eigenschaft einer statistischen Einheit, die charakteristisch fiir eine bestimmte Fragestellung
ist, heifit Merkmal X.

Anmerkungen

=  Merkmale werden mit lateinischen Grof3buchstaben X, Y, Z bezeichnet.
=  Statistische Einheiten Merkmals

Merkmalswert X(w;) = Xj

Den Wert, den ein Merkmal X einer statischen Einheit w; mit i = 1, ..., n annimmt, heif3t Merk-
malswert X (w;) = X;

Merkmalsrealisation

Fiir ein- oder mehrfach auftretende Merkmalswerte steht eine Merkmalsrealisation x. Die Menge
aller m Merkmalsrealisationen einer Gesamtheit werden wie folgt bezeichnet:

X1, X2, X3, ey X = X; mitj=1,..,m
Anmerkungen

*  Synonym: Merkmalsauspragung
= Beispiele

Merkmale Merkmalsauspriagung ; Merkmalsrealisation

Alter 1,2,3,4,...
Geschlecht maénnlich, weiblich

Absolute und relative Hiufigkeit
Es sei X ein beliebig skaliertes Merkmal, das mit m < n voneinander verschiedene Merkmalsrea-
lisationen x; fiir eine Gesamtheit von n Einheiten statistisch erhoben wurde.
Dann heifit fiir alle j = 1, 2, ..., m die Anzahl
h(X = x;) = h(x;) = hy
der Einheiten mit der Merkmalsrealisation x; absolute Hiufigkeit der Merkmalsrealisation x;.

Die Anteilszahl

hi R
fX=x)=f(5)=fi=smr =

Z;-n=1 h] - n
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heift relative Haufigkeit der Merkmalsrealisation x;.
Hiufigkeitsverteilung
Es sei X ein beliebig skaliertes Merkmal. Dann heifit das m-Tupel
{Gep, he), o (%, ), e (o B}
absolute Hiufigkeitsverteilung des Merkmals X.
Das m —Tupel
{(xl,fl), (x]f]) o Cop fm)}
relative Hiufigkeitsverteilung des Merkmals X.
Summenhiiufigkeit

Die Kumulation der absoluten bzw. relativen Héaufigkeiten derjenigen Merkmalsrealisationen ei-
nes mindestens ordinal skalierten Merkmals X, die die Merkmalsrealisation x; nicht iiberschreiten,

heif3t

absolute Summenhiufigkeit mit

j
H(y) = Hy = h(X <x) = b
r=1

bzw. relative Summenhéufigkeit mit

j
Fig)=F=f(X<x)=) f
r=1
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Skalen

Die Merkmalsrealisationen eines Merkmals werden fiir die Analyse in irgendeiner Form an einander gereiht. Das kann z.B. bei dem Familienstand die Reihung
,ledig — verheiratet — verwitwet — geschieden® oder bei den Ergebnissen einer Klausur die Reihung ,,1 —2 — 3 — 4 — 5* oder auch umgekehrt sein. Diese Darstellung
wird als Skala bezeichnet.

Von groBer Relevanz fiir die mathematischen Optionen ist die Art die Skala, das sogenannte Skalenniveau. Bei nominal skalierten Merkmalen wie beispielsweise
dem Familienstand l&sst sich z.B. kein Mittelwert berechnen; bei den erreichten Punkten von Klausuren hingegen ist dieses hingegen sinnvoll.

Definition Skala
Eine Zeichen- bzw. Zahlenmenge zur relationstreuen Abbildung von Merkmalsauspriagungen heif3t Skala.
Differenzierung von Skalen nach Merkmalsarten

e ... nach dem Skalenniveau (Messniveau)

Skalenniveau

metrisch
kardinal

nicht-metrisch

ordinal

nominal

e  Verschiedenartigkeit

e  Verschiedenartigkeit
e Rangreihenfolge

e Verschiedenartigkeit
e Rangreihenfolge

o  zihlbare Unterschiede (Abstand; Vielfaches mittels reeller Zahlen

Skala besitzt Skala besitzt
keinen natiirlichen Nullpunkt einen natiirlichen Nullpunkt
Nominalskala Ordinalskala Intervallskala Verhiltnisskala
Familienstand Windstarken Temperatur (Celsius/Fahren.) Liangenmalle
Beruf Schulnoten Intelligenz 1Q Gewichtsmalle

o .. nach der Art der Messbarkeit eines (kardinalen) Merkmals

= Diskrete Merkmale

Ein kardinal skaliertes Merkmal, das in einem endlichen Intervall nur einzelne (abzihlbar endlich viele) Merkmalswerte annehmen kann, heif3it diskretes

(diskontinuierlich) Merkmal.
= Stetige Merkmale

Ein kardinal skaliertes Merkmal, das in einem endlichen Intervall jeden beliebigen Merkmalswert annehmen kann, heif3t stetiges (kontinuierliches) Merkmal.
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2.1.2 Herleitungen & Berechnungen

Bei den nachfolgenden Erlduterungen ist es sinnvoll sich parallel immer die Definitionen aus dem vor-
herigen Abschnitt zu vergegenwartigen, um die Erklarungen mit der Definition abzugleichen.

2.1.2.1 Urliste, Statistische Masse, Statistische Einheit, Merkmal, Merkmalswert
Bei den nachstehenden Erlduterungen sind immer zwei Perspektiven auf das Datenmaterial

» die Urliste und
» die Héufigkeitsverteilung

zu unterscheiden. Die Urliste stellt, wie der Name bereits sagt, die urspriinglichen Daten in Listenform
dar. Sie enthilt alle Daten der Erhebung in tabellarische Form.

1fd. Nummer Nachname Vorname Geschlecht
1 Meier Jens maéannlich
2 Miiller Nadine weiblich

Die folgende Urliste ist inhaltlich identisch mit der vorstehenden Tabelle. Sie ist allerdings schon um
die Variablenbezeichnungen, die noch zu erkldren sind, ergénzt.

Statische Masse:
)\

Merkmal: X

Merkmalswert: X, = X;

‘ Li=1..n X : Nachname Y : Vorname Z : Geschlecht

Statistische Einheit: JL Wi=1 = W | Xy, = Xy : Meier Yy, =Y :Jens Zy, = Zy : ménnlich

Wi=p = Wy | Xy, = Xo : Mller Yy, = Y, : Nadine Zy, = Z; :weiblich

Wi=p = Wn

Die Urliste ist der Ausgangspunkt jeder statistischen Untersuchung. Die Gesamtheit der Daten be-
zeichnet man als statistische Masse © (Omega grof3); jeden Datensatz — hier jede Zeile — als statisti-
sche Einheit w (Omega klein). Die Anzahl der Elemente n bezeichnet die Anzahl der Befragten also
die Anzahl der Zeilen. Um eine Menge von Elementen — zum Beispiel der Urliste — allgemein zu be-
schreiben bedient man sich einer Indexvariable. Im Zusammenhang mit der Urliste wird die Indexva-
riable i verwendet, wobei i Werte von 1 bis n annehmen kann. Hat man beispielsweise 80 Probanden
befragt, ist n = 80 und der Index l4uft von 1 bis 80. Da die Schreibweise w1, w,, w3, ... gy zur Be-
schreibung der Urliste etwas unbequem ist verwendet man die Schreibweise w; mit i = 1 bis 80.

Bei jedem Probanden (Befragten) werden bestimmte Informationen erfragt, wie z.B. der Nachname,
der Vorname, das Geschlecht usw., die als Merkmale X, Y, Z ... mit einem groB3en lateinischen Buch-
staben beschrieben werden. X ist folglich das Merkmal ,,Nachname®, Y das Merkmal ,,Vorname* usw.
Der konkrete Wert bei dem ersten Probanden bei dem Merkmal ,,Nachname* ist ,,Meier*, was als
Merkmalswert X, oder in kurzer Schreibeweise einfach X4 bezeichnet wird. Es ist folglich zwi-
schen dem abstrakten Merkmal X und dem konkreten Merkmalswert X, oder X, zu differen-
zieren.

2.1.2.2 Hiufigkeitsverteilung, Merkmalsrealisation

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden die Daten der Urliste zum Beispiel in Haufigkeitsverteilun-
gen iiberfiihrt. Eine Haufigkeitsverteilung bezieht sich bei der univariaten Statistik immer nur auf ein
Merkmal, in diesem Beispiel X = Geschlecht.

- Seite 22 -



Statistik & Methodenlehre

Merkmalsrealisation: x;
Absolute Haufigkeit: h(x]-) =h;

Relative Haufigkeit: f(xj) =fj

1 mannlich 30 0,375
2 weiblich 50 0,625
Summe 80 1,000

Bei einer Haufigkeitsverteilung werden alle moglichen Werte, die ein Merkmal annehmen kann, ein-
mal in der Verteilung aufgefiihrt. Im obigen Beispiel sind das die Optionen ,,mannlich“ und ,,weib-
lich®. Diese werden als Merkmalsrealisationen x; (kleiner lateinischer Buchstabe) bezeichnet, wobei
die Anzahl der Merkmalsrealisationen mit m und der Laufindex mit j bezeichnet wird. Damit gilt
fiir das obige Beispiel mit den beiden Merkmalsrealisation ,,mannlich“ und ,,weiblich“ also m = 2 die
folgende allgemeine Schreibweise: x; mit j = 1 bis 2.

Fiir die weiteren Betrachtungen ist folglich wichtig, zwischen

= dem Merkmal X,

» dem Merkmalswert X; (lateinischer GrofSbuchstabe)

* und der Merkmalsrealisation x; (lateinischer Kleinbuchstabe)
zu unterscheiden. Das Merkmal ist die abstrakte Beschreibung, der Merkmalswert der konkrete Wert
eines Merkmals einer statistischen Einheit w; und die Merkmalsrealisation der Wert in der Haufig-
keitsverteilung. Identische Merkmalswerte konnen in der Urliste natiirlich mehrfach auftreten, wenn
zum Beispiel mehrere Probanden den Merkmalswert ,,mdnnlich* aufweisen. Identische Merkmalsrea-
lisationen hingegen sind nicht moglich, da in einer Haufigkeitsverteilung ja gerade die Merkmalsreali-
sation die Anzahl der Datensdtze mit einem identischen Merkmalswert angeben soll. Oben ist bei-
spielsweise x; = 30 und bedeutet, dass 30 der befragten Probanden als Geschlecht ,,mannlich* ange-
geben haben. Ferner ist bei der Indexierung zu beachten:

»  Merkmalswerte X; mit i = 1 bisn
* Merkmalsrealisationen x; mit j = 1 bis m

2.1.2.3 Hiufigkeiten

An dem nachstehenden Beispiel sollen die unterschiedlichen Definitionen zu Haufigkeiten erldutert
werden. Es handelt sich dabei um die Analyse eines Medikaments, bei dem 20 Tabletten auf unter-
schiedliche Merkmale hin untersucht wurden. In diesem Beispiel ist aber nur das Merkmal X =
Gewicht relevant.

i=1..20 X : Gewicht Y : Durchmesser
w1 X(wy) = 0,65
(O3] X(wz) = 0,65
w3 X(ws3) = 0,64
Wy X(wy) = 0,65
Ws X(ws) = 0,65
wWg X(wg) = 0,62
w7 X(w,) = 0,63
Wg X(wg) =0,61
wWqy X(wg) = 0,65
W19 X(wlo) = 0,64‘
w11 X(wq,) = 0,65
w12 X(w12) = 0,68
w13 X(CU13) = 0,66
W14 X(wq4) = 0,67
W1s X(wys) = 0,62
W16 X(w16) = 0,61
W17 X(wq7) =062
[OFF: X(wlg) = 0,68
W19 X(wq9) = 0,68
W70 X(wzo) = 0,62
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Die statistische Gesamtheit () ist in diesem Beispiel die Menge der 20 Tabletten. Die statistischen Ein-
heiten w; mit i = 1 bis 20 entsprechen dann jeder einzelnen Tablette mit allen gemessenen Merk-
malswerten fiir X, Y, ...(zum Beispiel X=Gewicht, Y= Durchmesser). Wichtig ist die Unterscheidung
zwischen den Merkmalswerten X (w;) = X; einer Tablette und der Merkmalsrealisation x;. Aus der
obigen Urliste ergibt sich die nachstehende Haufigkeitsverteilung. Aus der Urliste ergibt sich bei der
Merkmalsrealisation x; = 0,61, dass 2 Tabletten ein Gewicht von 0,61 Gramm aufweisen, 4 Tabletten
ein Gewicht von 0,62 Gramm aufweisen.

Hiufigkeitsverteilung in SPSS Eigene Hiiufigkeitsverteilung (Excel)
Gewicht (g) X, h(x;)=h, f(x) F(x;)
Gulti Ki li

Haufigkeit Prozent Prgzggr’\?e ;P;;elr?tge 0,61 2 0,10 0,10
Giltig 61 2 10,0 10,0 10,0 0,62 4 0,20 0,30
62 4 20,0 20,0 30,0 0’ 63 1 0' 05 0’ 35

63 1 5,0 5,0 35,0
64 2 10,0 10,0 45,0 0’ 64 2 0' 10 0’ 45
65 6 30,0 30,0 75,0 0,65 6 0,30 0,75
66 1 5,0 5,0 80,0 0’ 66 1 0' 05 0’ 80
o7 ! 50 50 850 0,67 1 0,05 0,85

68 3 15,0 15,0 100,0
Gesamt 20 100,0 100,0 Or 68 3 Or 15 1r 00

Summe 20 1,00

Die absolute Haufigkeit ist die Anzahl der Fille, bei denen der Merkmalswert X; oder allgemeine das
Merkmal X mit der Merkmalsrealisation x; iibereinstimmt, also gilt X; = x; oder einfach X = x;

Umgangssprachlich z&hlt man einfach die Félle mit einer bestimmten Merkmalsrealisation. Des Wei-
teren ist die relative Haufigkeit
h; h;
X=x;)= x-:-:—lz—]
o =5)= 1) =y = g = 1

von Bedeutung, die den prozentualen Anteil der absoluten Héaufigkeit an der Gesamtzahl wiedergibt.
Die absolute Haufigkeit h; wird durch die Gesamtanzahl der Félle n dividiert. Fiir x; bedeutet das

2
f(xl) :% =01

oder 10% (wenn der Quotient mit 100 multipliziert wird). Die letzte Spalte kumuliert nur die relativen
Haufigkeiten einer Realisation zur néchsten. Die Spalten der obigen Tabelle noch einmal in Kiirze zu-
sammengefasst:

"X Merkmalsrealisation

* h(x;) absolute Haufigkeit

* f(x;) relative Haufigkeit

* F(x;) relative Summenhéufigkeit
Die vorstehende Haufigkeitsverteilung stellt man in der Mathematik auch gerne in Mengen-Schreib-
weise dar (fiir die praktische Anwendung nicht zwingend wichtig). Eine Zeile der Haufigkeitsvertei-

lung besteht dann mit der Merkmalsrealisation und der relativen Haufigkeit aus dem Tupel (x4, f(x1)).
Die gesamte Haufigkeitsverteilung entspricht dann der Menge aller Tupel:

{(xl, f(xy)), ... (x]-, f(xj)), v (o f(xm))}
bzw. im konkreten Beispiel

{(0,61;0,10); (0,92; 0,20); ...; (0,68; 0,15)}

2.1.2.4 Zusammenfassung

Die bereits bekannte Grafik veranschaulicht noch einmal den Weg von der Urliste zur Haufigkeitsver-
teilung einschlieBlich aller Bezeichnungen.
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Statistische Masse Héaufigkeitsverteilung
Q= {w, wz...00} {1 h () (2, h(x2))- (X, R (o))}
{Cea, £ Qea)), Crz, f(x2))-n. o, f (0 ))}

Statistische Einheiten
Wy, W3..00

Merkmal X

Merkmale der statistischen Einheiten
X(wi) = X1, X(wz) = X; .. X(w,) = X,
Y(w)=VY ..

Parameter von Haufigkeitsverteilungen

* Lageparameter
= Mittelwert, Median, Modus ...
* Streuungsparameter
- Varianz, Standardabweichung ..,

2.1.2.5 Skalen

Der letzte Abschnitt der Definitionen befasst sich mit den Skalen. Grundsétzlich ist eine Skala nichts
weiter als eine Menge von Zahlen oder Zeichen, die die Merkmalswerte darstellt. Das kénnen zum
Beispiel bei dem Merkmal Gehalt einfach Ziffern sein; beim Merkmal Geschlecht kann es entweder
der Text ,,mannlich; weiblich“, die Buchstaben ,,m; w* oder auch Ziffern ,,1; 2 sein.

Skalenniveau

Eine Moglichkeit der Differenzierung von Skalen ist die nach dem Skalenniveau. Man unterscheidet
dabei die folgenden Optionen.

Nominalskala

Eine Nominalskala differenziert ausschlie8lich nach der Bezeichnung der Merkmalsauspriagung.
Ein typisches Beispiel ist der Familienstand der als Text (ledig, verheiratet, verwitwet, geschie-
den) oder auch als Schliissel (0; 1; 2; 3) angegeben werden kann. Auch wenn ein Schliissel nume-
rischer Natur ist, kann man hier keine Reihenfolge oder Hierarchie bilden. Auch die Berechnung
eines Mittelwertes wére unsinnig. Man kann bei diesem Merkmal ausschlieBlich die Verschieden-
heit der Merkmalswerte feststellen.

Ordinalskala

Demgegeniiber kann bei einer Originalskala eine Rangreihenfolge gebildet werden. Typische Bei-
spiele sind ,,Windstédrken* und ,,Hotel-Klassifizierungen mittels Sternen®. Es ldsst sich hier fest-
halten, dass ein 3-Sterne-Hotel besser ist als ein 2-Sterne-Hotel. Ob allerdings die erste Kategorie
doppelt so gut ist wie die zweite l4sst sich nicht sagen.

Intervallskala

Der bei der Ordinalskala angesprochene Mangel weist die Intervallskala nicht mehr auf. Ein typi-
sches Beispiel hierfiir ist die Temperatur, bei der sich eindeutig sagen lésst, dass 20 Grad doppelt
so warm ist wie 10 Grad. Allerdings ldsst sich die Temperatur sowohl in Celsius als auch in Fah-
renheit messen, d.h. es existiert bei beiden Skalen kein eindeutig definierter Nullpunkt.

Verhiltnisskala

Der Mangel des nicht eindeutig definierten Nullpunktes entféllt bei der Verhéltnisskala. Typische
Beispiele sind Langen — oder Gewichtsmalie, bei denen der Wert 0 immer eindeutig keine Lange
bzw. kein Gewicht beschreibt.

Die Intervall- und Verhéltnisskalen werden auch als metrische oder kardinale Skalen bezeichnet.

- Seite 25 -



Statistik & Methodenlehre

Eine weitere Differenzierung, die allerdings nur kardinale Skalen betrifft, ist die in stetige und diskrete
Merkmale.

Diskrete Merkmale

Diskrete Merkmale zeichnen sich dadurch aus, dass nur bestimmte Merkmalswerte auftreten kon-
nen; Zwischenwerte sind ausgeschlossen. Ein typisches Beispiel hierfiir ist die Anzahl von Kin-
dern in einer Familie, die mit 0 beginnend nur ganzzahlige Werte annehmen kann.

Stetige Merkmale

Demgegeniiber konnen stetige Merkmale — zumindest in einem Intervall — jeden beliebigen Wert
annehmen. Die Korpergrof3e ist hierfiir ein Beispiel, die bei exakter Messung mit mehreren Nach-
kommastellen jeden Wert innerhalb eines Bereiches annehmen kann.

Anmerkung zur Praxis

Da die Daten sehr hiufig in Form von Schliisseln gespeichert werden, lassen sich mit statistischer
Software bei fast allen Merkmalen Parameter berechnen, auch wenn dieses wie oben gezeigt un-
sinnig ist (s. Mittelwert beim Familienstand). Aus der Perspektive der Berechenbarkeit von Para-
metern sind metrischen Skalen wiinschenswert, weil sich mit nominal und original skalierten Da-
ten nur wenige statistische Berechnungen durchfiihren lassen. Der Anwender muss sich daher vor
jeder Berechnung iiber das zugrunde liegende Skalenniveau Gedanken machen.

Ein weiteres Problem mit dem Skalenniveau wird hingegen in Praxis hdufig zu Gunsten der Bere-
chenbarkeit gelost.

2. Wie stehen Sie zu folgenden Aussagen Ihre Gemeinde/ ndhere Umgebung betreffend?
stimme | stimme Unent- stimme | stimme
vollund | eherzu | sepieden | eher Uber-
ganz zu nicht zu haupt

nicht zu

WMeine Gemeinde ist kinderfreundlich [w] ] ] ] [w]

Ich fohle mich dber Angebote fr Familien gut a Q Q a m]

infarmiert

Der hier abgebildete Auszug aus einem Fragebogen ermdglicht den Probanden eine Einschitzung
auf einer Skala von ,,sehr schlecht” bis ,,sehr gut abzugeben, wobei die Verschliisselung mit den
Ziffern 1 bis 5 erfolgt. Damit handelt es sich um ein ordinales Skalenniveau, da zwar eine Reihen-
folge angegeben werden kann, aber nicht geklirt ist, ob der Abstand zwischen den Merkmalswer-
ten immer identisch also dquidistant ist. Unterstellt man aber diese Aquidistanz liegt ein metri-
schen Skalenniveau vor und es lassen sich die weiteren statistischen Berechnungen ohne Probleme
durchfiihren. Damit folglich weiterfithrende statistische Berechnung durchgefiihrt werden kénnen,
werden in der Praxis sehr hdufig ordinale Skalen als metrische Skalen interpretiert.

2.1.3 SPSS
Soll die Aufgabe mit den Gewicht von Tabletten mittels SPSS gelost werden, so ist wie folgt vorzuge-
hen:

» Finrichtung der Variablen, die der Erfassung des Merkmals X dienen
= FEingabe der Daten
= Auswertung

Einrichtung der SPSS-Datei

Eat_i‘ Bearbeten  Ansicht  Daten  Transtformieren  Analysieren  Diagramme  Extras  Add-Ons  Fenster Hilfe
CHAS E b L85 & dg 26F $20 %)
Name Typ !Spaltem’u...!Dezimals...‘ “Wariahlenlahel | Wertelabels |Fehlende W...| Spalten Ausrichtung ‘ hessniveau
1 :gewmht Murerisch 3 i Gewicht (g) Keine Keine 8 = Rechtshil . ¢ Metrisch
= |
Datenerfassung
gewicht | war
1 065
2 055
g 054
ril [ E
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Menii ,,Analysieren* -> ,,Deskriptive Statistik“ -> ,,Haufigkeiten*

Takellen

starnilsichan

-

b

Analysieren  Diagramme  Extras  Add-Ons  Fenster  Hilfe
Berichte ] |
Deskriptive Statistiken » | 123 Haurigksiter..

3 Deskriptive Statistik...

B Fonineative Nstananaluse

Auswahl der Variablen & Button ,,Diagramme*

E Haufigkeiten

Q Haufigkeiten: Diagramme

Wariableln):

& Gewicht () [gewicht]

Diagrammibyp

! Keine

(5 Balkendiagramme,

! Kreisdiagramme

L+
IV Higtogramme:
-Diagrammuwerte -
|—_~7| Haufigkeit=tabelen anzeigen Ae/ st den L b
Ausgabe
&
Gewicht (g)
=
Giltige Kumulierte
Haufigkeit | Prozent Prozente Prozente
Gultig 61 2 10,0 10,0 10,0 ]
.62 4 20,0 20,0 30,0 %
.63 1 50 50 35,0 % S
64 2 10,0 10,0 45,0 E=
.65 6 30,0 30,0 75,0 P
66 1 50 50 80,0
67 1 50 5,0 85,0 )
.68 3 15,0 15,0 100,0
Gesamt 20 100,0 100,0

T
62 83 B4

Gewicht (g)
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2.2 Klassierte Hiufigkeitsverteilungen
Die Klassierung von Daten hatte in der Vergangenheit im Wesentlichen zwei Griinde.
= Zum einen war es der deutlich reduzierte Rechenaufwand bei klassierten Daten und

= zum anderen eine verbesserte Aussagefihigkeit bei einer geringeren Anzahl von Merkmals-
realisationen.

Das erste Argument hat heute aufgrund der softwaregestiitzten Auswertung nicht mehr die Relevanz
wie bei der friiher iiblichen manuellen Auswertung. Es bleibt nur das Argument der Ubersichtlichkeit,
wenn eine grole Anzahl von Merkmalsrealisationen auf eine geringere Anzahl von Merkmalsrealisati-
ons-Klassen reduziert wird. Grundsétzlich kann dieses Argument in den folgenden Situationen von
zum Tragen kommen:

» Bei stetigen Merkmalen ist die Klassierung fiir eine iibersichtliche Auswertung fast immer er-
forderlich, da bei stetigen Merkmalen eben durch die Stetigkeit eine Vielzahl von Merkmals-
realisationen moglich sind.

»  Bei diskreten Merkmalen wird die Klassierung dann notwendig, wenn eine hohe Anzahl von
Merkmalsrealisation zur Uniibersichtlichkeit fithrt. Bei welcher die Anzahl von Realisation
dieses der Fall ist, ist — wie immer bei solchen Fragestellungen — nicht eindeutig definiert. Die
Auffassung des Autors hierzu ist: mehr als acht Merkmalsrealisation sind nicht mehr {iber-
sichtlich.

» FEin Nachteil der Klassierung besteht in der Verfalschung der Berechnungen. Bei dem Beispiel
»KorpergroBen™ konnte man beispielsweise Klassen von 5 cm Breite einfiihren; d.h. von 152,5
cm bis 157,5 cm usw. Die Berechnungen werden jetzt statt mit den exakten Werten mit den
Klassenmitten durchgefiihrt; also 155 cm. Es ist sofort ersichtlich, dass sich Verfalschungen
z.B. bei der Berechnung des Mittelwertes ergeben.

Da eine Klassierung hiufig fiir die grafischen Auswertung erforderlich ist, geht man in der Praxis den
Weg der Umkodierung in eine neue Variable. Dabei behélt man die alten Werte bei und codiert sie
z.B. mit dem Klassenmittel um. Die Grafiken konnen dann mit der klassierten Werten und die Berech-
nungen mit der exakten Werten durchgefiihrt werden.

Bei der nachstehenden Haufigkeitsverteilung wurde die Korpergrofe von 100 Probanden ermittelt.
Eine Héufigkeitstabelle mit jeder auftretenden Merkmalsrealisation wire sehr uniibersichtlich. Daher
wurden Klassen mit einer Klassenbreit von 5 cm gebildet:

Gultige Kumulierte
Haufigkeit Prozent Prozents Prozente
Giltig 153,00 1 1.0 1.0 1,0
15400 1 1.0 10 20
155,00 2 20 20 40
156,00 3 30 30 7.0
157,00 3 30 30 100
158,00 ) 50 50 150
159,00 [ 6,0 6.0 21,0
160,00 4 4.0 40 250
161,00 5 50 50 30,0 Gliltige Kumulierte
162,00 7 7.0 7.0 aro Haufigkeit Prozent Prozente Prozente
163,00 5 50 50 42,0 Giiltig 155,00 10 10,0 10,0 10,0
164,00 5 50 50 47.0 160,00 27 27,0 27,0 37,0
165,00 6 6.0 60 530 165,00 28 28,0 28,0 65,0
166,00 7 7.0 70 60,0 170,00 24 24,0 24,0 89,0
167,00 5 50 50 85.0 175,00 10 10,0 10,0 99,0
168,00 4 4.0 40 69,0 180,00 1 1,0 1,0 100,0
169,00 5 50 50 740 Gesamt 100 100,0 100,0
170,00 a 5,0 50 79,0
171,00 6 6,0 6,0 850
172,00 4 4,0 40 89,0
173,00 3 30 30 920
174,00 2 2,0 20 940
175,00 3 30 30 a7.0
176,00 1 1.0 10 880
177,00 1 1,0 10 89,0
178,00 1 1.0 1.0 1000
Gesamt 100 100,0 1000
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2.2.1 Mathematische Definitionen

Klassierung

Die Zusammenfassung von vielen voneinander unterschiedlichen Merkmalswerten eines diskreten
bzw. stetigen Merkmals heiflt Klassierung.

Anmerkungen

= Bei einer groflen Zahl von Merkmalsausprigungen wird eine Haufigkeitsverteilung uniiber-
sichtlich.

Beispiel: ALTER

=  Bei stetigen Merkmalen ist eine Haufigkeitsverteilung nicht mehr moglich, da die absolute
Haufigkeit je jede Merkmalsauspriagung nur sehr gering ist.
Beispiel: GEWICHT

Klasse

Es sei X ein kardinalskaliertes Merkmal. Dann heift fiir alle k = 1, 2, ..., m das geordnete Merk-
malswerte-Intervall xif < X < xp Klasse.

Anmerkungen

= Der Index k bestimmt die Klasse. D.h. die erste Klasse wird als Klasse x; usw. bezeichnet
» Die Indices u; o stehen fiir die Unter- bzw. Obergrenze der Klasse.

Klassenbreite
Die Differenz Ax; = x — x}/ von oberer und unterer Klassengrenze heift Klassenbreite.
Anmerkungen

» Um eine Vergleichbarkeit bei der statistischen Analyse von Daten zu ermdglichen, ist es sinn-
voll, die Klassenbreite fiir alle Klasse konstant zu halten.

»  QGrundsitzlich muss die Breite aller Klassen nicht gleich sein; ist dieses aber der Fall wird von
dquidistanten Klassen gesprochen.

Klassenmittel
Das einfache arithmetische Mittel
h
- Zif1 Xik
hy

der Merkmalswerte, die zu einer Klasse gehoren, heifit Klassenmittel.

Anmerkungen

* hy istals die Anzahl der Elemente einer Klasse definiert.

» Es werden demzufolge alle Merkmalswerte einer Klasse addiert und durch die Anzahl divi-
diert (klassisches arithmetisches Mittel).

* Es handelt sich hierbei um das arithmetische Mittel einer Klasse.

Klassenmitte

Das einfache arithmetische Mittel
xp + xp

2

aus der oberen und der unteren Klassengrenze heifit Klassenmitte.

X =

Anmerkungen

» Die Klassenmitte wird hiufig als Repréasentant fiir die Klasse verwendet.
* Die Klassenmitte nimmt keine Riicksicht auf die Verteilung der Werte innerhalb der Klasse,
wie z.B. das Klassenmittel.
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Klassenhiufigkeit

Die Anzahl der Elemente. Deren Merkmalswerte in eine bestimmte Klasse fallen, heifit absolute
Haufigkeit.

h(xg) = h = h(x} <X < x7)
Analog gilt fiir die relative Haufigkeit
fGi) = fie = f(xi < X < xp)
Hiufigkeitsdichte

Der Quotient aus der absoluten bzw. der relativen Haufigkeit und der Breite einer Klasse
Dy} = b0 = k. D _ Jr
h (xk) = hk = Axy bzw. fk = Axk

heiflit Haufigkeitsdichte.
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2.2.2 Herleitungen & Berechnungen

Die Erlduterungen dieses Kapitels basieren auf einem Beispiel, bei dem in einer empirischen Erhebung
u. a. die Korpergrofien von 100 Probanden ermittelt wurden. Die Urliste hat somit die folgende Struk-
tur:

i=1..100 X : GroBe Y : Gewicht
(1)1 X((l)l) = 161
Wy X((l)z) =162
(IJ3 X((l)3) = 166
Wy X((U4) = 161
Wsg X((US) =171

Da hier nur das Merkmal ,,KorpergroBe* von Bedeutung ist, sind die Groflen gemessen in cm in platz-
sparender Form nachstehend zusammengefasst.

161 162 166 161 171 159 160 174 165 163
161 178 157 156 160 172 167 162 164 156
177 162 167 168 157 164 176 166 171 169
171 155 170 158 171 167 161 172 169 161
160 164 162 170 168 165 173 159 173 166
170 154 165 162 174 158 156 165 160 165
172 167 173 166 164 168 175 158 163 169
171 166 159 162 159 171 163 158 167 168
163 153 172 170 158 164 162 175 165 169
170 155 169 159 163 159 166 157 166 175

Die unten stehende Haufigkeitsverteilung macht das Problem der Uniibersichtlichkeit aufgrund der
Vielzahl von Merkmalsrealisationen deutlich. Ein Problem, das bei stetigen Merkmalen typisch ist.

Giltige Kumulierte
Haufigkeit | Prozent Prozente Prozente

Gultig 153,00 1 1,0 1,0 1,0
154,00 1 10 10 20
155,00 2 20 20 40
156,00 3 30 a0 7.0
157,00 3 30 a0 10,0
158,00 5 50 50 15,0
159,00 [ 6,0 6,0 210
160,00 4 40 40 250
161,00 5 50 50 30,0
162,00 7 7.0 7.0 370
163,00 5 50 50 42,0
164,00 5 50 50 47,0
165,00 [} 6,0 6,0 53,0
166,00 7 7.0 7.0 60,0
167,00 5 50 50 65,0
168,00 4 40 40 69,0
169,00 5 50 50 74,0
170,00 5 50 50 79,0
171,00 [ 6,0 6,0 85,0
172,00 4 4.0 4.0 89,0
173,00 3 30 30 92,0
174,00 3 2.0 2.0 94,0
175,00 3 30 30 97,0
176,00 1 1.0 1.0 98,0
177,00 1 1,0 1,0 99,0
178,00 1 1,0 1.0 100,0
Gesamt 100 100,0 100,0
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Daten und Merkmale

Als statistische Einheit w ist hier die befragte Person anzusehen, die statistische Gesamtheit () ist dann
die Menge aller 100 Probanden; somit gilt n = 100. Das fiir diese Untersuchung relevante Merkmal X
ist die KorpergroBe. Die Merkmalswerte X (w;) = X;, was flir w, bedeutet X (w;) = X; = 161. Bezo-
gen auf die Gesamtheit gilt fiir den Index i: i = 1 bis 100.

Klassierung

Beim vorliegenden Beispiel wurde Klassenbreite von 5 cm angenommen und die Klassen wie folgt
gebildet:

= Klasse: 152,5bis 157,5  Klassenmitte: 155,0
= Klasse: 157,5bis 162,5  Klassenmitte: 160,0

Die Klassen miissen wie iiblich indiziert werden und man verwendet zur Differenzierung von den an-
deren Indices hier die Variable k.

Die Klassenbreite von 5 cm wurde gewihlt, da hierdurch eine tibersichtliche Anzahl von Klassen bei
der Haufigkeitsverteilung entsteht. Da alle Intervalle gleichlang sind, gilt fiir alle k, dass die Differenz
zwischen Ober- und Untergrenze immer identisch ist:

Axp =x0 —xY =5

Dieses ist nicht immer der Fall, da gerne bei der ersten und der letzten Merkmalsrealisation offene
Grenzen gewihlt werden. So wire hier bei der ersten Realisation auch ein Intervall von ,,bis 157,5 cm*
und bei der letzten Realisation ein Intervall von ,,mehr als 177,5 cm* denkbar. Bei dieser Art der Inter-
vallbildung ist darauf zu achten, dass die Randintervalle nicht einen zu grofen Wertebereich umfas-
sen, um Fehler bei der Interpretation zu vermeiden.

Die Intervalle selbst sind so gelegt, dass die Grenzen immer zwischen zwei Merkmalswerten liegen
und so Grenzfille vermieden werden. Dieses wire der Fall, wenn ein Merkmalswert direkt auf eine
Intervallgrenze fallt. Tritt ein solcher Fall auf, wird der Wert je zur Hélfte in beiden Klassen bertick-
sichtigt. Bei manuellen Berechnungen fiihrt dieses aber zu einem erheblichen Rechenaufwand und
sollte daher vermieden werden.

Klassenmittel

Das Klassenmitte ist mathematisch nichts anderes als das bekannte arithmetische Mittel, jedoch bezo-
gen auf die Werte der jeweiligen Klasse. Von daher wird die Variable um den Index k die jeweilige
Klasse erweitert.
h
_ Zlf 1 Xik

X, =
Fiir Interpretationen spielt dieser Parameter aber nur eine untergeordnete Rolle und soll daher nicht
weiter vertieft werden.

Klassenmitte

Die Klassenmitte ist gegeniiber dem Klassenmittel aber relevant fiir die Haufigkeitsverteilung. Hierbei
handelt es sich um den Mittelwert zwischen der Ober- und der Untergrenze. Die Klassenmitte wird zur
Differenzierung mit dem Akzent * und dem Index k fiir die entsprechende Klasse versehen.

. _ Xkt Xk
Xy = >
Fiir die erste Klasse bedeutet dieses:
157,5 +152,5
xXi = — = 155
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Klassenhiufigkeit

Die Definitionen fiir die absolute und die relative Haufigkeit gelten analog zu den nicht klassierten
Verteilungen; der Unterschied besteht mit xj, statt x; im Argument. Der Ausdruck h(xy < X < xg)
beschreibt das Zihlen aller Merkmalswerte X; innerhalb der Intervallgrenzen des k — ten Intervalls.

h(xg) = h = h(x} <X < xp)
fC) = fie = fxik < X < xp)
Hiufigkeitsverteilung

In diesem Beispiel gilt fiir den Index k mit k = 1 bis 6. In der Tabelle stellen die Spalten folgendes
dar:

= Ax, =x? —x} :Klassenbreite mit Obergrenze — Untergrenze

= X : Klassenmitte
= h(xy) : absolute Héufigkeit
" f(xy) : relative Haufigkeit
= F(xy) : relative Summenhaufigkeit
Axg=xg—x/ =5 X h(x}) fa)  FG)
152,5-157,5 155,00 10 10,0 10,0
157,5-162,5 160,00 27 27,0 27,0
162,5- 167,5 165,00 28 28,0 28,0
167,5-172,5 170,00 24 24,0 24,0
172,5-177,5 175,00 10 10,0 10,0
177,5-182.5 180,00 1 1,0 1,0
Gesamt 100 100,0 100,0

2.2.3 SPSS - Umkodieren von Variablen

Um in SPSS Klassen zu bilden, miissen die Variablen umkodiert werden. D.h. die alten Werte werden
neuen Werten nach einer bestimmten Vorschrift zugeordnet. Von den beiden zur Verfiigung stehenden
Varianten, ,,Umkodieren in dieselbe Variable* oder ,,Umkodierung in eine andere Variable®, sollte im-
mer die Variante ,,in eine andere Variable® gewéhlt werden, da sonst die Ursprungswerte verloren ge-

hen.

In diesem Fall ist es sinnvoll, die Werte den jeweiligen Klassenmitten x;, zuzuordnen. Ferner sind hier
die umkodierten Werte einer neuen Variablen zuzuweisen, damit die Ausgangswerte erhalten bleiben.

e Zielvariable definieren

Der Namen und die Beschriftung der Zielvariablen wird in den entsprechenden TextBoxen einge-
geben und anschlieBend die iiber den Butten ,,Andern‘ bestitigt.

B Umkadieren in andere Variablen =)

Mumerische Yar, -= Ausgabevar

Groesse = groesse_o5

Name:
B g
Grife in Gruppen |

| dindern_|

[+

_

| Fats... |coptionsie Falauswehibedingung)

|| zwuoksetzen || mworechen || e |

Mittels des Button ,,Alte und neue Werte™ gelangt zu den Regeln der Umkodierung.
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¢ Regeln fiir Umkodierung festlegen

Das Fenster zum Umkodieren ist in zwei zentrale Frames unterteilt: den ,,Alten Werten* auf der
linken Seite (durchgezogen Rot) und den ,,Neuen Werten* (gestrichelt Rot) auf der rechten Seite.
Alle eingegebenen Regeln werden auf der rechten Seite angezeigt. Man kann diese Regeln mittels
der entsprechenden Button hinzufligen, &ndern oder 16schen.

B Umkodieren in andere Variablen: Alte und neue Werte

[

po
Alter Wert

() Wert:

() Systemdefiniert fenlend
() System- gter benutzerdefiniere fehlende Werte

() Bersich:

() Bereich, HLENSTER bis Wert:

() Bereich, Wert his GROSSTER:

() Alle anderen Werte

Neuer Wert

(%) Wert

() Systemdefiniert fehlend

() Alte Werte kogiersn

At = New

Lowest thru 1575 —= 155
ST Sthru 1625 --= 160

|[1B2,5thru 1675 = 185
|[1675thru 1725 = 170
725t 17T S 2 175

177 5 thru Highest --= 180

] Ausgabe der Varisblen als Strings

|

Apbrechen ‘ |

Hite |

Mittels des Button ,,Weiter” werden die dann Regeln angewendet.

e Ergebnis im Dateneditor

groesss | groesse_gh ‘
1 161,00 160,00
2 161,00 160,00
3 177,00 175,00
4 171,00 170,00
5 160,00 160,00
5] 170,00 170,00
7 172,00 17000
8 171,00 170,00
9 163,00 165,00
0 170,00 17000
11 A2 00 15000
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2.3 Lageparameter

Haufigkeitsverteilungen sind zwar tibersichtlicher als Urlisten, lassen sich aber trotzdem schlecht in-
terpretieren und ggf. vergleichen. Von daher benétigt man Kennzahlen zur Charakterisierung der Ver-
teilung.

Lageparameter sind eine Klasse von Kennzahlen, die die Struktur der Haufigkeitsverteilung, d.h. die
Lage der Verteilung - dhnlich der Kurvendiskussion in der Analysis - beschreiben. Durch die Einord-
nung in die bekannte Grafik wird noch einmal deutlich, dass die Lageparameter eine komprimierte Be-
schreibung der Héufigkeitsverteilung liefern. Ein typisches Beispiel fiir einen Lageparameter ist der
Mittelwert. Er beschreibt beispielsweise bei einer Klausur wie viel Punkte die Studierenden im Mittel
erreicht haben.

Der Nachteil des Mittelwertes ist aber, dass er nichts liber sein Zustandekommen aussagt. Ein Mittel-
wert von 3,0 kann sich dadurch ergeben, dass alle Studierenden eine 3,0 geschrieben haben oder aber
dadurch, dass die eine Hilfte eine 1,0 und die andere Hilfte eine 5,0 geschrieben hat. An diesem Bei-
spiel wird deutlich, dass zu den Lageparametern weitere Kennzahlen, man nennt sie Streuungsparame-
ter, hinzukommen miissen.

Statistische Masse Haufigkeitsverteilung
Q= {w1, w3...0n} {1, h(x1)), (22, h(x2))...Com, R ()}
{Cre, f (1)), ez, f(x2)). Gt f Can))}

Statistische Einheiten
W1, Wy...0y

Merkmal X

Merkmale der statistischen Einheiten
X((J)1) = X1, X((Dz) = X2 ...X(wn) =X
Y(w) =V ..

Parameter von Haufigkeitsverteilungen

h 4

* Lageparameter \
- Mittelwert, Median, Modus ...

*  Streuungsparameter

-> Varianz, Standardabweichung ...

Nachstehend das Beispiel, das im Folgenden detailliert besprochen wird.

0,65 Xj h(xj) =h  fx) F(x;)
0,65 0,60 0 0,00 0%
0,64 0,61 2 0,10 10%
0,65 0,62 4 0,20 30%
0,65 0,63 1 0,05 35%
0,62 0,64 2 0,10 45%
0,63 0,65 6 0,30 75%
0,61 0,66 1 0,05 80%
0,65 0,67 1 0,05 85%
0,64 0,68 3 0,15 100%
0,65 0,69 0 0,00 100%
0,68 0,70 0 0,00 100%
0,66 20 1,00

0,67

0,62 Lageparameter

0,61 Mittelwert 0,644

0,62 Median 0,650

0,68 Modus 0,650

0,68

0,62
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2.3.1 Mathematische Definitionen
Quantile

Seien X*(w;) = X/ die auf- oder absteigend sortierten Merkmalswerte X (w;) = X;. Sei ferner X
ein mindestens ordinalskaliertes Merkmal. Dann heifit der Merkmalswert x,, die die aufsteigend

geordnete Folge aller beobachteten Merkmalswerte X; derart zweiteilt, dass ¢ Anteile unterhalb
und 1 — q Anteile oberhalb der Merkmalsausprigung x, liegen, wobei 0 < g < 1 gilt, Quantil.

Anmerkungen

= Quantile teilen die geordneten Elemente der Gesamtheit in gleich grofe Teile auf. Die nach-
stehende Tabelle zeigt die in der Statistik {iblichen Quantile.

q Benennung
0,50 Median
0,25 1. Quartil
0,50 2. Quartil
0,75 3. Quartil
0,10 1. Dezil
0,20 2. Dezil
0,90 9. Dezil
0,01 1. Perzentil
0,02 2. Perzentil
0,99 99. Perzentil

Median (Zentralwert)

Es sei X ein mindestens ordinalskaliertes Merkmal. Dann heift die Merkmalswert x4, mit g = 0,5,
die die aufsteigend geordnete Folge aller beobachteten Merkmalsauspragungen derart zweiteilt,
dass 50% unterhalb und 50% oberhalb der Merkmalsauspragung, liegen Median:

Xz = Xos
und ist definiert durch

X 1y fiir n ungerade
_ 2
T n X, d

E( & + (%H)) ir n gerade
Modus (Hiufigster Wert)

Der Merkmalswert eines beliebig skalierten Merkmals X, die am héufigsten auftritt, heil Modus
X
»  Fiir nichtklassierte Daten gilt
Xy dasjenige x;, fiir das h(x;) maximal ist
= Bei klassierten Daten gilt:
Xy dasjenige xy, , fiir das h(x) ) maximal ist
Anmerkungen

»  Der Modus ist nur dann definiert, wenn genau ein hdufigster Wert existiert.
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Arithmetisches Mittel

Es sei X ein kardinalskaliertes Merkmal. Dann heif3it der Wert, der sich ergibt, wenn fiir alle i =
1,2,3,...,n die Summe der beobachteten Merkmalswerte X; gleichmédBig auf alle Merkmalstriger

verteilt wird, arithmetisches Mittel.
m m
Sun-Fren
j =1 ] =1

S|k

n
_ X1 +X2 +X3+Xn 1
X = = — Xi:
n N4
=1

Anmerkungen

» Das arithmetische Mittel ldsst sich bei groBen Datenmengen vereinfacht mittels Haufigkeits-
verteilung berechnen.

= Da bei klassierten Daten nicht mit den exakten Werten x;, sondern stellvertretend mit der
Klassenmitte xj, gerechnet wird, konnen sich bei der Berechnung des arithmetischen Mittels je
nach Berechnungsverfahren unterschiedliche Werte ergeben. Haben alle Klassen die gleiche
Breiten Ax = Axq = Ax, ... = Ax,, liegt die maximale Abweichungen der beiden Werte bei

m m
1 1 | ax
DX EEs
=1 =1

Geometrisches Mittel

Es sei X ein verhiltnisskaliertes Merkmal. Dann heif3t der Wert, der sich aus der Wurzel des Pro-
duktes aller Merkmalswerte geometrisches Mittel.

- L h h h
Xg = VXl*XZ*X3*...*Xn= \/xll*xzz*x33*...*xmm

Anmerkungen

= Die Bestimmung des geometrischen Mittels ist nur dann sinnvoll, wenn die Merkmalswerte
geometrisch mit einander verkniipft sind. Dieses ist z.B. bei der Entwicklung eines Kapitals

gegeben, bei dem sich dieses um einen Faktor g = 1 + % vermehrt.
Gewichtetes (arithmetisches) Mittel

Es sei X ein kardinalskaliertes Merkmal. Dann heif3t die Summe fiir alle i = 1,2, 3, ..., n der beo-
bachteten Merkmalswerte X; gewichtet mit dem Gewicht g; gewichtetes arithmetisches Mittel

fgewz

Xgew = Di=1 X; * g mit g; > 0 firalleiund ¥ty g; = 1

oder
_ _ Zn=1 Xixgi . . .
Xgew = mmlt gi > 0 fiir alle i.
Anmerkungen

= Da bei dieser Vorgehensweise jedes Element X; der Gesamtheit mit einem anderen Gewicht
bewertet wird, ist eine Berechnung auf Basis der Merkmalsrealisation X; der Haufigkeitsver-

teilung nicht moglich.
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2.3.2 Herleitungen & Berechnungen

Die Erlduterungen erfolgen anhand des bekannten Beispiels mit dem Gewicht der Tabletten, die noch
einmal als Urliste und als Haufigkeitsverteilung aufgefiihrt sind.

Urliste Hiufigkeitsverteilung

% Gewicht Xj h(x;) = h; f(x)) F(x))
*a 0,65 0,60 0 0,00 0%
X 0,65

0,61 2 0,10 10%
Xs 0,64
X 0,65 0,62 4 0,20 30%
Xs 0,65 0,63 1 0,05 35%
Xe 0,62 0,64 2 0,10 45%
Xz 0,63 0,65 6 0,30 75%
Xg 0,61

0,66 1 0,05 80%
Xo 0,65
Xeo 0,64 0,67 1 0,05 85%
X11 0,65 0,68 3 0,15 100%
X1 0,68 0,69 0 0,00 100%
Xis 0,66 0,70 0 0,00 100%
X4 0,67

Summe 20 1,00

Xus 0,62
Xi6 0,61
Xy 0,62
Xus 0,68
X1 0,68
Xa0 0,62

Berechnung des arithmetischen Mittels

Die Parameter einer Verteilung konnen immer auf verschiedenen Wegen - anhand der Uhr Liste, an-
hand der absoluten Héufigkeiten und anhand der relativen Héufigkeiten - berechnet werden.
m

n m

_ X1+X2 +X3+"'Xn 1 1

X n nZ i= j % Xj : 1f]*x]
i= =

Jj=1 J

Der erste Teil des Ausdrucks
X1 +X2 +X3 + "'X-n_
n

X=
stellt die Berechnung mit den Werten der Urliste dar. Dieser Quotient beschreibt etwas umsténdlich im
Zihler die Summation alle Werte der Urliste, die dann durch die Anzahl der Werte dividiert wird.

Der zweite Teil des Ausdrucks

n
XX 1
T T TRl

i=1

ist die Kurzschreibweise des Zahlers in Form des Summenzeichens und ist fiir einige Leser eventuell
etwas ungewohnt. Das Summenzeichen Y, X; ist eine bequeme Schreibweise fiir die Summation
X, + X5 + X3 + -+ X, und beschreibt, dass die Summe aller X; beginnend mit i = 1, also X; und en-
dend mit i = n, also X,, gebildet werden soll.

Der dritte Ausdruck %Z}Zl h;j * x; verwendet die absoluten Haufigkeiten h; der Haufigkeitsvertei-

lung, die mit der jeweiligen Merkmalsrealisation multipliziert und fiir alle Realisation summiert wird.
Fiir x, = 0,61 mit h(x,) = 2 ergibt sich damit der Wert 1,22, was der Summe der beiden Merkmals-
werte Xg = 0,61 und X;4 = 0,61 aus der Urliste entspricht. Vereinfacht: ob man 0,61 + 0,61 oder
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0,61 * 2 rechnet ist fiir das Ergebnis unerheblich. Es ist aber meistens ein deutlich geringer Rechen-
aufwand, wenn anstatt der Werte der Urliste die Werte der Haufigkeitsverteilung verwendet werden,
da die Haufigkeitsverteilung weniger Werte enthilt.

Bei dem vierten Ausdruck wird der Quotient ~in das Summenzeichen gezogen, wodurch sich aus

% *hj = %die relative Héufigkeit f; ergibt.

m m m
OWIEENIL f
- ok Xy = — %Nk X; = F ok X
ndy Lin T LT
j=1 j=1 J=1

Alle mathematischen Ansétze fithren zu dem gleichen Ergebnis; die Berechnung anhand der Urliste
wird bei grofen n aber schnell umsténdlich, was dann fiir das Arbeiten mit der Haufigkeitsverteilung
spricht.

e ... anhand der Utliste
n
X = %Z X; = % * (0,65 + 0,65+ 0,64 + 4065+ -+ 0,62) = 0,644
i=1
e ... anhand der absoluten Haufigkeiten der Haufigkeitsverteilung
m
X = %;hj *Xj = %* ((0,61%2)+(0,62*4)+ -+ (0,68 3) = 0,644

e ... anhand der relativen Haufigkeiten der Haufigkeitsverteilung
m
X = Z X * f(x;) = (0,61%0,1) + (0,62 % 0,2) + --- (0,68 * 0,15) = 0,644
j=1
Bestimmung des Medians

Bei der Bestimmung des Medians sind die beiden Félle n gerade bzw. ungerade zu unterscheiden.

X Riae fiir n ungerade
_ 2
Rk Xn+ X fii d
2( % §+1) ir n gerade

Ziel des Medians ist die Bestimmung des mittleren Wertes (nicht des Mittelwertes), der die aufstei-
gend (oder absteigend) sortierten Werte in die oberen und die unteren 50 % aufteilt. Dieses soll wieder
an dem Beispiel ,,Gewicht von Tabletten erldutert werden. Die linke Tabelle zeigt die Urliste in der
bekannten Reihenfolge; in der rechten Tabelle sind die Werte aufsteigend sortiert. Die Sortierung der
Messwerte ist eine zwingende Voraussetzung fiir die Bestimmung des Medians.

In diesem Beispiel ist n=20 gerade und damit muss der Median zwischen dem 10. und dem 11. Wert
liegen. Die formal korrekte Bestimmung des Medians erfolgt entsprechend der obigen Formel durch

1 1 1 1
Xz = E(X% + X%'Fl) = E(X% + X%_Fl):E(XlO + Xll) = 5(0,65 + 0,65) = 0,65
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X; Gewicht X; Gewicht
X1 0,65 1 Xg 0,61
X, 0,65 2 Xi6 0,61
X3 0,64 3 Xo 0,62
Xa 0,65 4 Xis 0,62
Xs 0,65 5 X17 0,62
Xe 0,62 6 X20 0,62
X7 0,63 7 X7 0,63
Xs 0,61 8 X3 0,64
Xo 0,65 9 X10 0,64
X10 0,64 10 X1 0,65
X11 0,65 11 X2 0, 65-
X12 0,68 12 Xa 0,65
X13 0,66 13 Xs 0,65
X1a 0,67 14 Xog 0,65
X1s 0,62 15 X11 0,65
X6 0,61 16 Xi3 0,66
X17 0,62 17 X1a 0,67
X1 0,68 18 X1o 0,68
X19 0,68 19 X1 0,68
X20 0,62 20 X19 0,68

Wire die Anzahl n ungerade —z.B. n = 21, wiirde die Mittelung zwischen den beiden Werten entfal-
len und der Median konnte direkt einer Position zuordnet werden:

Xz =X n+1, = X 2141, = Xq1
= (

2

Fiir die Interpretation ist festzuhalten, dass sowohl unterhalb als auch oberhalb des Medians X, = 0,65
jeweils 50% der Messwerte liegen.

Bestimmung des Modus*

Fiir die Bestimmung des Modus* ist die Spalte h(x;) oder f(x;) relevant. Gesucht ist das x; mit der
groBten absoluten oder relativen Héufigkeit. In diesem Fall gilt:

JEM = 0,65
Bestimmung des geometrischen Mittels

Diese Berechnung ist bei den hier vorliegenden Daten nicht sinnvoll. Die ausfiihrliche Begriindung
erfolgt im Abschnitt Interpretation (s. Abschnitt 0).

2.3.3 Interpretationen
Mittelwert & Median <> Modus

Die Parameter Mittelwert, Median und Modus lassen im Zusammenhang betrachtet einige Riick-
schliisse auf die Lage der Verteilung zu:
*  Symmetrische Verteilung, wenn gilt:
X = Xz; also Mittelwert = Median.

»  Symmetrische und eingipflige Verteilung, wenn gilt:
X = X; = Xp; also Mittelwert = Median = Modus.
Mittelwert <> Median
Im vorherigen Abschnitt wurde die Berechnung des Medians und des Mittelwertes dargestellt. Es stellt
sich die Frage, wo der Unterschied zwischen diesen beiden Parametern liegt und wann welcher Para-
meter sinnvoll ist. Die linke Tabelle zeigt die bisherigen Daten des Beispiels ,,Gewicht von Tabletten®,

zu den bekannten Werten X = 0,6440 und X, = 0,6500 fiihrt. Bei der rechten Tabelle wurde der
Messwert X19 = 1.000 von 0,68 g auf 1.000 g verdndert. Hierdurch verdndert sich der Mittelwert
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drastisch auf ¥ = 50,61; der Median hingegen bleibt unveréndert, was zur folgenden Schlussfolgerung
fiihrt:

Beim Mittelwert gehen alle Werte proportional in die Berechnung ein. Bei starker Abweichung
eines Messwertes — man bezeichnet diesen als Ausreifler - verleitet der Mittelwert zu einer fal-
schen Interpretation.

Der Median teilt die aufsteigend sortierten Werte in die unteren und die oberen 50%. Hierbei kom-
men Ausreiller nicht zur Geltung.

Xi Gewicht Xi Gewicht
1 Xs 0,61 1 Xs 0,61
2 X16 0,61 2 X16 0,61
3 Xs 0,62 3 Xe 0,62
4 Xis 0,62 4 Xis 0,62
5 X17 0,62 5 X17 0,62
6 X20 0,62 6 X20 0,62
7 X7 0,63 7 X7 0,63
8 X3 0,64 8 X3 0,64
9 X10 0,64 9 X10 0,64
10 X1 0,65 10 X1 0,65
11 Xz 0,65 11 Xz 0,65
12 Xa 0,65 12 Xa 0,65
13 Xs 0,65 13 Xs 0,65
14 Xo 0,65 14 Xo 0,65
15 X1 0,65 15 X1 0,65
16 X3 0,66 16 X3 0,66
17 X1a 0,67 17 X1a 0,67
18 X12 0,68 18 X12 0,68
19 Xig 0,68 19 Xig 0,68

20 X19 0,68 20 X19 1000,00

Mittelwert 0,6440 Mittelwert 50,6100

Median 0,6500 Median 0,6500

Fiir die Praxis ist aus diesen Erkenntnissen folgendes zu schlielen:

Sowohl der Mittelwert als auch der Median haben beide ihre Berechtigung. Der Mittelwert ist gut
interpretierbar und auch fiir weitere statistische Berechnungen zwingend erforderlich. Er hat aber
den Nachteil, empfindlich auf Ausreifler zu reagieren. Der Median hat den Vorteil der Unempfind-
lichkeit gegeniiber Ausreilern, ist aber fiir weitere statistische Berechnungen nicht geeignet.

Der Median ist zum Beispiel im Rahmen von Einkommensanalysen von groer Bedeutung, da er
einen anschaulicheren Wert als ein durch sehr hohe Einkommen verzerrten Mittelwert liefert.

Bei statistischen Untersuchungen sind immer beide Parameter zu berechnen. Weichen die Werte
der beiden Parameter erheblich voneinander ab, so ist dieses ein Indiz fiir Ausreifler. In einem sol-
chen Fall sollten die Werte der Urliste noch einmal genauer analysiert werden.

Wird der Mittelwert, den man fiir weitere Berechnung benétigt, durch Ausreifler stark verfalscht,
miissen diese ggf. aus dem Datensatz eliminiert werden. Hierdurch wird der Mittelwert realistisch
und die weiteren, darauf basierenden Berechnungen aussagefahiger. Ein solches Vorgehen ist
aber auf jeden Fall offen zu legen und im Auswertungsbericht zu dokumentieren.

Geometrisches Mittel <> Arithmetisches Mittel

Das geometrische Mittel wurde im bisherigen Beispiel vernachlissigt, da immer nur entweder das
arithmetische oder das geometrische Mittel berechnet werden kann; beide bei den gleichen Daten zu
berechnen ist sinnlos. Welcher der beiden Mittelwerte bei einer Analyse sinnvoll ist, ist abhéngig von
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der Daten-Struktur. Beim arithmetischen Mittel sind die aufeinander folgenden Daten additiv und bei
beim geometrischen Mittel multiplikativ miteinander verkniipft.

Das folgende Beispiel zeigt mit dem Wachstum einer Population eine geometrischen Datenstruktur (in
diesem Fall das negative Wachstum). Hier soll aus den Daten die durchschnittliche Wachstumsrate
iiber 10 Jahre ermittelt werden.

BevélkerungEntwicklung (geometrisches Mittel)

Population 85.000.000
Jahr Wachstum q Bevélkerung
1. Jahr -2,0 0,980 83.300.000,00
2. Jahr -2,0 0,980 81.634.000,00
3. Jahr -3,0 0,970 79.184.980,00
4. Jahr -4,0 0,960 76.017.580,80
5. Jahr -3,0 0,970 73.737.053,38
6. Jahr -2,0 0,980 72.262.312,31
7. Jahr -2,0 0,980 70.817.066,06
8. Jahr -1,0 0,990 70.108.895,40
9. Jahr -1,0 0,990 69.407.806,45
10. Jahr -0,5 0,995 69.060.767,42

arithmetischs Mittel -2,050 0,979500 69.097.658,22

geomtrisches Mittel 0,979448 69.060.767,42

Wachstum in % -2,055231

Der Vergleich macht den Unterschied deutlich. Das arithmetische Mittel der Prozentsétze in der zwei-
ten Spalte ergibt X = —2,05 ; also ein durchschnittliches Wachstum von -2,05%. Das korrekte Ergeb-
nis, das geometrische Mittel in der dritten Spalte, hingegen fiihrt zu X; = —2,055; also durchschnitt-
lich -2,055% Wachstum. Dieser Unterschied mag gering erscheinen, fiihrt aber bei dem arithmetischen
Mittel zu einem Bevolkerungsbestand von 69.097.658 und bei dem geometrischen Mittel zu
69.060.767.

Voraussetzung fiir den geometrischen Mittelwert ist eine geometrische Struktur der Daten. Als Exkurs
sei hier auf die geometrische Folge verwiesen. Etwas einfacher formuliert liegt eine geometrische
Struktur dann vor, wenn man von einem Folgenglied zum nichsten durch die Multiplikation mit einem
Faktor, der unterschiedlich sein kann, kommt. Wichtig ist hier die mathematische Operation ,,Multipli-
kation®, die von einem Element zum néchsten Element fiihrt, und nicht die der ,,Addition*. Schaut
man sich einmal die untere Tabelle an, so gelangt man bei einem Wachstum von -2% durch den Faktor
0,98 von 85.000.000 zu 83.300.000. Es gilt also

85.000.000 * 0,98 = 83.300.00
Der Faktor 0,98 ergibt sich aus

g=1-L=1-2=098.
100 100

Diese Struktur findet man sehr hiiufig bei Wachstums- oder auch Verzinsungsprozessen in der Okono-
mie.

Liegt den Daten eine geometrische Struktur zugrunde, so muss anstatt des arithmetischen Mittels das
geometrische Mittel verwendet werden, bei dem die Merkmalswerte multipliziert und dann aus dem
Produkt die n-te Wurzel gezogen wird. Hingegen werden beim arithmetischen Mittel die Werte addiert
und dann durch n dividiert.

Die nachstehenden Werte zeigen die, in diesem Fall nur geringen Unterschied von 0,000052 der bei-
den Berechnungen. Bei groeren Wachstumsraten ist der Unterschied dann entsprechend grofer.
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2.3.4 SPSS

Die Berechnung der Lageparameter mittels SPSS ist einfach; man gelangt iiber das Item ,,H&aufigkei-
ten” und dort liber den Button ,,Statistik* zu dem nachstehenden Fenster. Die Perzentile und Lage-
malfe sind die beiden oberen Groupboxen und kdnnen dort nach Bedarf selektiert werden. Eine Option
fiir die Berechnung des geometrischen Mittels existiert nicht.

Q Haufigkeiten: Statistik

R S L LI UL LR L L LN
al
O
[] Trenmwerte fir: |10 | gleiche Gruppen
[ Perzentile:

rStreuung
D Standardabweichung D Minimum

[ watianz [ Megirmum
D Spannwete D Standardiehler

L]
=
=
T
]

]

g

& D Modalwert

L[]
(1%}
=
B
=
a

: D Werte sind Gruppenmittelpunkie

1 rVerteilung 1

E| Schiefe
[ Kurtosis

Gewicht (g)

N Glltig 20
Fehlend 0

Mittelwert 6440

Median ,6500

Modus ,65
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2.4 Streuungsparameter

Die Aussagekraft von Mittelwerten ist eingeschréankt. Bei einer Klausur kann ein Mittelwert von 3,0
dadurch zustande kommen,

= dass alle Schiiler eine 3,0 geschrieben haben oder
= dadurch, dass 50% eine 1,0 und 50% eine 5,0 geschrieben haben.

In beiden Fillen ist der Mittelwert identisch. Um diesen Parameter zusétzlich bewerten zu kénnen, be-
ndtigt man Streuungsparameter. Die Standardabweichung als ein Beispiel fiir einen Streuungspara-
meter beschreibt die mittlere Abweichung der Messwerte vom Mittelwert und konnte damit zu einer
besseren Beurteilung der obigen Situation fiihren.

Streuungsparameter sind ebenso wie Lageparameter Kennzahlen einer Haufigkeitsverteilung, die, wie
die Bezeichnung bereits sagt, im Gegensatz zur Lage jetzt die Streuung der Parameter beschreibt.

Statistische Masse Héaufigkeitsverteilung
Q= {w, wz...00} {1 h () (2, h(x2))- (X, R (o))}
{Cea, £ Qea)), Crz, f(x2))-n. o, f (0 ))}

Statistische Einheiten

Wy, W3...00 4 h | FGg)

Merkmal X

Merkmale der statistischen Einheiten
X(wi) = X1, X(wz) = X; .. X(w,) = X,
Y(w)=VY ..

Parameter von Haufigkeitsverteilungen

* Lageparameter

* Streuungsparameter
- Varianz, Standardabweichung ..,
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2.4.1 Mathematische Definitionen
Varianz

Sei X ein kardinal skaliertes Merkmal. Dann heil3t das arithmetische Mittel der quadrierten Abwei-
chungen der Merkmalswerte X; von ihrem arithmetischen Mittel ¥ Varianz S2.

Z(x —x)z——Zh v (x; — %)? Zf] (x; — ©)2

Anmerkungen

» Die Varianz wird im Gegensatz zur absoluten mittleren Abweichung d immer als Abweichung
vom arithmetischen Mittel X berechnet. Die Varianz hat eine quadratische Dimension.

= Bei klassierten Daten erfolgt einer Korrektur der Varianz mit Hilfe der Sheppardschen Kor-
rektur

2 bz
— <2 _
Skorr = S 12

Varianz unter Beriicksichtigung von Freiheitsgraden

Sei X ein kardinal skaliertes Merkmal. Dann heil3t das arithmetische Mittel der quadrierten Abwei-
chungen der Merkmalswerte X; von ihrem arithmetischen Mittel ¥ Varianz S2.

n m
e O R
i=1 =1

Varianz unter Beriicksichtigung des Verschiebungssatzes

Sei X ein kardinal skaliertes Merkmal. Dann gilt fiir die Varianz s? die folgende Beziehung:

1v 1/vw

__ A2 = 2 _ =2 2 _ 52
Tl.E X; —x) n(é X; nx) EX
i=1 =1

Anmerkungen

» Mit Hilfe dieses Verschiebungssatzes ldsst sich die Varianz vereinfacht ermitteln, da nicht erst
die Differenzen X; — X berechnet werden miissen.

Alternative Berechnungen der Varianz (ohne Freiheitsgrade)

. v )
Urliste s2 = _Z(Xi — %)?
=
1o =
Hiufigkeitsverteilung s? = Ez hj * (x; — x)? = Z fi*(xj— %)?
j=1 j=1
1% $
Verschiebungssatz s? = - (Z X7 — ngz2> = _Z X? — x?
i=1 i=1

. e oo N . . 1. 1
Bei der Beriicksichtigung der Freiheitsgrade verdndert sich der Quotient von ~in——.

Standardabweichung

Sei X ein kardinal skaliertes Merkmal. Dann heil3t die positive Wurzel aus der Varianz die Stan-
dardabweichung S.

s =52

Anmerkungen
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» Die Standardabweichung ist nicht mehr von quadratischer Dimension. Der Wert ist daher di-
rekt am Beispiel interpretierbar.

Variationskoeffizient

Sei X ein kardinal skaliertes Merkmal. Der Quotient aus Standardabweichung und arithmetischem
Mittel heiflt Variationskoeffizient v.

s

V==

X
Anmerkungen

» Der Variationskoeffizient stellt eine relative GroBe dar. Es wird die Schwankung in Relation
zum Mittelwert betrachtet, wodurch auch unterschiedliche Merkmalwerte in Beziehung ge-
setzt werden konnen.

Mittlere absolute Abweichung

Sei X ein kardinal skaliertes Merkmal. Dann heif3t das arithmetische Mittel der Abweichungen der
Merkmalswerte X; vom Median i, mittlere absolute Abweichung d.

n m m
1 _ 1 _ _
d=ZE lXi_le:ZE hj*|xj—xz|= E fj*|xj—xz|
i=1 j=1 j=1

Anmerkungen

» Die mittlere absolute Hiufigkeit wird {iblicher Weise als Abweichung vom Zentralwert oder
Median berechnet.

» Es sind aber auch andere Bezugsgrofien denkbar. Bei der Verwendung des Medians X, wird d
minimal.

Mittlere absolute Abweichung unter Beriicksichtigung von Freiheitsgraden

Sei X ein kardinal skaliertes Merkmal. Dann heif3t das arithmetische Mittel der Abweichungen der
Merkmalswerte X; vom Median X, mittlere absolute Abweichung d.

n m
1 . 1 .
d =n_1Z|Xi—xz| =mzhj* |%; — %]
i=1 =1

Spannweite (Range)

Sei X ein kardinal skaliertes Merkmal. Dann heif3t die Differenz aus dem grotem und dem kleins-
ten Merkmalswert Spannweite w.

w = max X; — min X;
i=1,..,n i=1,.,n

Quantile
Seien X*(w;) = X; die auf- oder absteigend sortierten Merkmalswerte X (w;) = X;. Sei ferner X
ein mindestens ordinalskaliertes Merkmal. Dann heiflt der Merkmalswert x,, die die aufsteigend

geordnete Folge aller beobachteten Merkmalswerte X; derart zweiteilt, dass g Anteile unterhalb
und 1 — g Anteile oberhalb der Merkmalsauspragung x, liegen, wobei 0 < g < 1 gilt, Quantil.

Anmerkungen

=  Median
ist der Merkmalswert x 5 = X, der die aufsteigend sortierten Merkmalswerte X; in 2 gleich
grofle Teilgesamtheiten zerlegt.

®  Quartile
sind die Merkmalswerte x »s5; X 5; X 75, die die aufsteigend sortierten Merkmalswerte X;" in
4 gleichgrofe Teilgesamtheiten zerlegen.

= Perzentil
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sind die Merkmalswerte X 91; X0,02; X0,03 - X0,99, die die aufsteigend sortierten Merkmals-
werte X in 100 gleichgrofle Teilgesamtheiten zerlegen.

2.4.2 Herleitungen

2.4.2.1 Grundgedanke der Varianz & Standardabweichung

Die Varianz und die Wurzel aus der Varianz - die Standardabweichung - sind zwei zentrale Parameter
der Statistik. Die Varianz misst die quadratische Streuung der Merkmalswerte um den Mittelwert. Bei
genauer Betrachtung ist die Varianz auch wieder ein Mittelwert. In diesem Fall allerdings der Mittel-
wert der (quadratischen) Abweichungen der Merkmalswerte vom Mittelwert. Diese Idee fiihrt im ers-
ten Schritt zur Berechnung der Abweichungen der Merkmalswerte vom Mittelwert:

X, —%

Um den Mittelwert dieser Differenzen zu bestimmen, miissen diese Differenzen summiert und dann
durch die Anzahl dividiert werden:

n
1 _
S
n.

=1

Der Nachteil dieses Ansatzes ist, dass die Messwerte nach oben und nach unten vom Mittelwert ab-
weichen, sie sich dadurch gegenseitig autheben und die Streuung somit nicht korrekt wiedergegeben
wird. Eine mogliche Losung dieses Problems besteht in der Quadratur der Differenzen:

17’1.
2__2 2
s ey X; —x)

i=1

Der Nachteil dieses Ansatzes ist die quadratische Dimension der Varianz, den man dann durch das
Ziehen der Wurzel wieder behebt. Diese Grofle, die Standardabweichung, besitzt dann die Dimension
der Messwerte:

n
1
S = +\/S_= + ;Z(Xl _f)Z
i=1
Vergleicht man den Mittelwert

n
1
X = —ZXl
n.
i=1

und die Varianz

1Tl
2 _ =2
2= (=)
i=1

so konnte man die Varianz auch als den Mittelwert von (X; — ¥)? sehen. Die folgende Schreibweise
ist in der beschreibenden Statistik nicht iiblich, wiirde diesen Sachverhalt aber gut verdeutlichen:

Mittelwert : Xy,
Varianz @ X(x,_z)2

2.4.2.2 Verschiebungssatz

Der Verschiebungssatz ermoglicht eine einfachere Berechnung der Varianz, da nicht erst die Differen-
zen X; — X berechnet werden miissen. Dieser Ansatz wird in spéteren Kapiteln sehr hdufig verwendet
werden. Von daher erfolgt an dieser Stelle der Beweis.
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Um den Beweis verstehen zu kénnen, soll noch einmal die Formel fiir den Mittelwert und eine kleine
Umformung durch die Multiplikation mit ,,n“ in Erinnerung gebracht werden:

n
1
x=—ZXi | *n
n
i=1
n
(:)n)?=ZXi
i=1

Der eigentliche Beweis sieht danach wie folgt aus:
1 n
2 = 2
s = nZ(Xl X)
i=1
1 n
©s?= —Z(Xiz — 2X;% + %) | Binomische Formel
=
1 n n n
o522 = ;(Z X? — Z 2X;% + Z 3?2> | Auflosung der Summe
n n
1 2 = =2
S st == ZXi —ZxZXi + nx
"\ '
1
S si==
n
1 n
o s? == ZXE — 2nx? +nf2)
=1

n
1
& 52 =;<2Xi2 —nfz)

Diese Variante kann fiir die Berechnungen noch weiter vereinfacht werden:

v 1

©s?== E X% — —nx?
n n
i=1

1 n
& s? =—ZXi2 —x?2
n
i=1

Der Term ;Z?ﬂ XZentspricht auch wieder einem Mittelwert, ndmlich dem der quadrierten Messwerte

N
|

N

X;, also X? und kénnte daher auch als x2 beschrieben werden. Daraus wiirde sich dann ergeben
o s? =x2 —x?

Zusammenfassend lisst sich festhalten: die Formel s2 = % ™ (X; — X)? ist sehr gut fiir die Herlei-
tung der Varianz aber nicht fiir deren Berechnung geeignet. Die Formel nach dem Verschiebungssatz
s? = % (Z?le Z— nfz) hingegen ist flir die Herleitung unbrauchbar, ermoglicht aber eine einfachere
Berechnung. Im weiteren Verlauf wird daher iiberwiegend mit der Varianz nach dem Verschiebungs-

satz gearbeitet.

2.4.2.3 Freiheitsgrade & Schlieffende Statistik

Die obigen Berechnungen zeigen unterschiedliche Ergebnisse bei der Varianz und der Standardabwei-
chung.

- Seite 48 -



Statistik & Methodenlehre

0,65 W)=k f&p F(x))
0,65 0,60 0 0,00 0%
0,64 0,61 2 0,10 10%
0,65 0,62 4 0,20 30%
0,65 0,63 1 0,05 35%
0,62 0,64 2 0,10 45%
0,63 0,65 6 0,30 75%
0,61 0,66 1 0,05 80%
0,65 0,67 1 0,05 85%
0,64 0,68 3 0,15 100%
0,65 0,69 0 0,00 100%
0,68 0,70 0 0,00 100%
0,66 20 100,00%
0,67
0,62 Lageparameter
0,61 Mittelwert 0,644
0,62 Median 0,650
0,68 Modus 0,650
0,68 Streuungsparameter
0,62 Varianz 0,00052
Standarabweichung 0,02280 => [0,621; 0,667]
Variationskoeffizient 0,03541
Variationskoeffizientin % 3,54%
mittlere abs. Abweichung 0,0189 => [0,631; 0,669]

Bei der manuellen Berechnung ergibt sich bei der Division durch die Anzahl n = 20 eine Varianz von
s2 = 0,000494. Bei der Berechnung durch SPSS (auch Excel) ergibt sich bei der Division durch die
um 1 reduzierte Anzahl alson —1 = 20 — 1 = 19 eine Varianz von s% = 0,00052.

manuelle Berechnung SPSS
1 1
st = 20" 0,00988 = 0,0004940 s?= o 0,00988 = 0,000520

Dieser Abweichung liegt eine unterschiedliche Betrachtungsweise zugrunde. Letztlich kann diese erst
im Rahmen der schlieBenden Statistik geklédrt werden. An dieser Stelle soll als Exkurs eine anschauli-
che Herleitung stehen.

Eingangs wurde der Unterschied zwischen der beschreibenden und der schlieBenden Statistik deutlich
gemacht. Statistische Software wie SPSS wird in der empirischen Forschung eingesetzt, bei der die
Ergebnisse einer Stichprobe auf eine Grundgesamtheit iibertragen werden. Es handelt sich damit um
das Gebiet der schlieBenden Statistik. Bei der Ubertragung von Erkenntnissen von einer Stichprobe
auf die Grundgesamtheit treten naturgemif Fehler auf, denn eine Stichprobe ist eben nur ein Teil der
Grundgesamtheit. Ggf. kann, ohne dass man es merkt, die Stichprobe ,,ungliicklich* zusammengesetzt
sein; so kdnnen z.B. bei einer Befragung von Studierenden zu deren Monatseinkommen zufallig nur
die ,,GroBverdiener* ausgewéhlt worden sein, was dann natiirlich bei den Schliissen auf die Grundge-
samtheit zu Fehlern fithren wiirde. Grundsétzlich kann man aber festhalten, dass mit zunehmender
GroBe der Stichprobe dieser mdgliche Fehler immer geringer wird.

Wirkungsweise der Freiheitsgrade

Das spiter noch zu erlduternde Konzept der Freiheitsgrade triigt diesen Uberlegungen Rechnung, in
dem nicht mit n, sondern einem korrigierten Wert gerechnet wird. In Fall der Varianz ist der korri-
gierte Wert n — 1. Vergleicht man die beiden Formeln

1 _ 1 _
52 = ZZ?=1(XL' - X)Z und SZ = EZ?:l(Xi - X)Z
so ergibt sich ein Unterschied in den Quotienten % und ﬁ wobei fiir grofie n gilt:

1 1

—_
=

n n—1

D.h., dass mit groBBer werdender Stichprobe der Unterschied zwischen beiden Ergebnissen immer ge-
ringer wird. Dieses ist sinnvoll, da mit groBer werdender Stichprobe diese der Grundgesamtheit immer
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ndherkommt und damit der Schluss von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit mit einem immer ge-
ringeren Risiko behaftet ist.

Allgemeines Konzept der Freiheitsgrade

Im speziellen Fall der Varianz bestimmen sich die Freiheitsgrade durch n — 1; allgemein betrachtet
ergeben sich die Freiheitsgrade durch

Freiheitsgrade =n —k
wobei k die Anzahl der in die Berechnung einflieBenden Variablen ist.
Veranschaulichung der Freiheitsgrade

Anschaulich lassen sich die Freiheitsgrade als die maximale Anzahl von frei wéhlbaren Werten (daher
der Begriff Freiheitsgrade) bei einer Berechnung bezeichnen, die frei verénderlich sind, ohne dass das
Ergebnis verandert wird. Als Beispiel stelle man sich die Berechnung eines Mittelwertes von 10 Zah-
len vor, der den Wert 0 ergibt. Soll dieser Mittelwert 0 weiterhin bestehen bleiben, konnen max. 9
Werte beliebig gedndert werden. Der 10. Wert ergibt sich dann aus den vorherigen 9 Werten, da der
Mittelwert wieder 0 werden soll. Die 9 frei wéhlbaren Elemente stellen die Freiheitsgrade dieser Be-
rechnung dar. Sie bestimmen sich aus der Anzahl der untersuchten Fille n = 10 und der Anzahl der
Variablen k = 1 und somit Freiheitsgrade = 10 —1 = 9.

Betrachtet man die Berechnung eines Korrelationskoeffizienten von zwei Variablen bei der 30 Werte
zur Verfiigung stehen, so berechnen sich die Freiheitsgrade wie folgt

Freiheitsgrade = 30 — 2 = 28,

da in diesem Fall zwei Variablen in die Berechnung einflieen.

2.4.3 Berechnungen

Die Optionen zur Berechnung der Varianz sind vielfiltig. Die Varianz kann mit der Urliste aber auch
mit der Haufigkeitsverteilung berechnet werden. Eine weitere Vorgehensweise bietet der Verschie-
bungssatz, wofiir die Spalte X 12 erforderlich ist. Alle Verfahren werden nachstehend erldutert.

i Xi Xz x  hWx)=h  f&) F(x))
1 0,65 0,42 0,60 0 0,00 0%
2 0,65 0,42 0,61 2 0,10 10%
3 0,64 0,41 0,62 4 0,20 30%
4 0,65 0,42 0,63 1 0,05 35%
5 0,65 0,42 0,64 2 0,10 45%
6 0,62 0,38 0,65 6 0,30 75%
7 0,63 0,40 0,66 1 0,05 80%
8 0,61 0,37 0,67 1 0,05 85%
9 0,65 0,42 0,68 3 0,15 100%
10 0,64 0,41 0,69 0 0,00 100%
11 0,65 0,42 0,70 0 0,00 100%
12 0,68 0,46 20 100,00%
13 0,66 0,44
14 0,67 0,45
15 0,62 0,38
16 0,61 0,37
17 0,62 0,38
18 0,68 0,46
19 0,68 0,46
20 0,62 0,38

Summe 12,8800 8,3046

Anzahl 20

Mittelwert 0,6440

Varianz anhand der Urliste

Bei dieser Vorgehensweise ist fiir jeden Merkmalswert die Abweichung zum Mittelwert zu berechnen
und diese Differenz dann zu Quadrieren. Da, wie bereits erldutert, die Varianz eigentlich auch ein Mit-
telwert ist, sind diese Quantitiaten Differenzen zu summieren und durch die Anzahl zu dividieren. Die
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Varianz ist aufgrund ihrer quadratischen Dimension schlecht zu veranschaulichen. Dieses gelingt aber
mit der Standardabweichung.

17’1.
2__§ 2
s ey X; —x)

i=1

1
52 =55+ (065~ 0,644)” + (0,65 — 0,644)° ...)

1
st = 20 * 0,00988 = 0,0004940

Varianz anhand der relativen Hiufigkeiten

Die Berechnung mit den relativen Héufigkeiten erschlieBt sich unmittelbar und fiihrt natiirlich zum
gleichen Ergebnis. Der Vorteil dieser Vorgehensweise liegt in dem geringeren Rechenaufwand gegen-
iiber der Berechnung mit der Urliste.

2= )+ 05— D)2
=1

s? = (0,61 —0,644)? 0,1 ...(0,68 — 0,644)% x 0,15 = 0,000494
Varianz anhand des Verschiebungssatzes

Der Beweis fiir den Verschiebungssatz ist bereits bekannt; hier geht es nur um die Anwendung. Der
Verschiebungssatz ist bei vielen Berechnungen in der Statistik von Bedeutung; man arbeitet zwar bei
diesem Ansatz wieder mit der Urliste, kommt aber ohne eine aufwendige Berechnung der Abwei-
chungsquadrate aus. Bei dem ersten Term Y-, X7 sind nur die Merkmalswerte zu quadrieren und
dann zu summieren. Einen zweiten Teil des Terms ni? ist der Mittelwert zu Quadrieren und mit der
Anzahl n zu multiplizieren. Fiir die nachstehende Berechnung wurde die Summe YI-, X? = 8,3046
der obigen Tabelle entnommen:

1o, . 1
s2 =~ in —nx? | = 25+ (8,3046 — 20 * 0,644%) = 0,000494
i=1

Standardabweichung

Da die Standardabweichung nicht mehr quadratisch ist, ldsst sie sich deutlich besser als die Varianz
interpretieren.

s = +/s2 = +,/0,000494 = 0,0222261

Die obigen 20 Messwerte weichen damit im Mittel um +0,02223 vom Mittelwert von X = 0,644 ab.
Damit ergibt sich das folgende Intervall fiir die mittlere Abweichung vom Mittelwert:

[0,644 — 0,022; 0,644 + 0,022] = [0,622; 0,666]
Variationskoeffizient

Beim Variationskoeffizienten wird die Standardabweichung in Bezug zum Mittelwert gesetzt,
wodurch entsprechend der Prozent- oder Dreisatzrechnung die Standardabweichung relativ zum Mit-
telwert ausgedriickt wird. Eine Multiplikation mit 100 ergibt dann den Prozentwert. Relative Wert las-
sen sich im Gegensatz zu absoluten Werten besser vergleichen. Ein typisches Beispiel hierfiir ist der
Vergleich von Kursschwankungen bei Aktien; eine Standardabweichung von 10 € ist bei einem Ak-
tienwert von 50 € anders zu beurteilen als bei einem Aktienwert von 500 €. In diesem Beispiel ent-
spricht die Standardabweichung s = 0,222261 einer Abweichung vom Mittelwert von 3,45%.

s 0,0222261
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Mittlere absolute Abweichung

Die mittlere absolute Abweichung wird iiblicherweise mit dem Median (Zentralwert) berechnet. Be-
rechnet man die Abweichungen zwischen einem Merkmalswert und dem Mittelwert, so besteht immer
das Problem, dass sich positive und negative Abweichungen gegenseitig eliminieren. Bei der Varianz
wird dieses Problem durch das Quadrieren der Abweichungen, bei der mittleren absoluten Abwei-
chung hingegen durch den Betrag geldst. Bei der Betragsoperation wird das Ergebnis der Differenz
vorzeichenlos betrachtet, wodurch auch das Aufrechnen positiver und negativer Abweichungen ver-
hindert wird.

Bei der nachstehenden Formel ist der erste Term fiir die Berechnungen mit der Urliste, der zweite fiir
die absoluten Haufigkeiten und der dritte fiir die relativen Haufigkeiten.

n m m
1 _ 1 _ _
d:;.é lXi_le:;E hj*|xj—xz|= E fj*|xj—xz|
i=1 j=1 j=1

1
d = 55+ (10,65 = 0,65] + 0,65 — 0,65| +]0,64 ~ 0,65|...) = 0,018

Da diese Grofie nicht quadratischer Natur ist, kann sie direkt interpretiert werden. Die mittlere abso-
lute Abweichung vom Median betragt 0,018. Auch dieser Sachverhalt 1dsst sich als Intervall schrei-
ben:

[0,65—0,018;0,65 + 0,018] = [0,632; 0,668]

2.4.4 Interpretationen
Standardabweichung

Die Varianz oder Standardabweichung ist erst einmal einfach nur eine rechnerische Grofie. Ob dieser
Wert gut oder schlecht ist, hingt von der Problemstellung ab. Untersucht man beispielsweise aus pro-
duktionstechnischen Griinden die Starke von Stahlblechen, so will man natiirlich immer moglichst
gleich starke Platten produzieren und damit eine geringe Standardabweichung der Messungen haben.
Betrachtet man hingegen eine Klausur, so wiren ein Ergebnis, bei dem alle Studierenden eine 3,0 ha-
ben, testtheoretisch nicht gut, da eine Klausur eben auch die guten von den schlechten Leistungen dif-
ferenzieren soll. Hier wire folglich eine grofle Standardabweichung wiinschenswert.

Mittlere absolute Abweichung < Standardabweichung

Die Definitionen im ersten Teil sind so gewahlt, dass die Standardabweichung immer im Zusam-
menhang mit dem arithmetischen Mittel, die mittlere absolute Abweichung wird immer im Zusam-
menhang mit dem Median (Zentralwert) verwendet wird.

Dieses muss aber nicht so sein. Grundsétzlich konnen anstelle des arithmetischen Mittels bei der Stan-
dardabweichung und des Medians bei der mittleren absoluten Abweichung beliebige Werte verwendet
werden. Der berechnete Parameter sagt dann aus, inwieweit die Merkmalswerte dann um diesen belie-
bigen Wert streuen. Allerdings fiihrt bei der Standardabweichung jeder andere Wert als das arithmeti-
sche Mittel und bei der mittleren absoluten Abweichung jeder andere Wert als der Median zu einer
grofleren Streuung. Man spricht hier von der Minimum-Eigenschaft des arithmetischen Mittels bzw.
des Medians. Diese Erkenntnis flihrt dann auch zu den entsprechenden Definitionen.

Lage- und Streuungsparameter

Die nachstehenden Beispiele verdeutlichen noch einmal an unterschiedlichem Zahlenmaterial die Not-
wendigkeit, den Mittelwert immer im Zusammenhang mit der Varianz oder Standardabweichung zu
interpretieren. Beide Verteilungen weisen einen Mittelwert von 3,0 auf. Erst die Varianz bzw. die
Standardabweichung macht deutlich, dass die Einzelwerte beider Verteilungen doch sehr unterschied-
lich um den jeweiligen Mittelwert schwanken.

Die Standardabweichung von 1,384 ist so zu interpretieren, dass die einzelnen Messwerte im Mittel
um +1,384 um den Mittelwert von 3,0 schwanken. Damit ergibt sich das folgende Intervall fiir die
mittlere Abweichung vom Mittelwert [3,0 — 1,384; 3,0 + 1,384] = [1,616; 4,384].
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e Beispiel 1 fiir Hiufigkeitsverteilung mit Mittelwert 3,0

Note abs. Haufigkeit

! 5 Streuungsparameter

2 3 Mittelwert 3.000
3 8 Varianz 1,917
4 3 Standardabweichung 1,384
5 5 Variationskoeffizient 0,461

e Beispiel 2 fiir Hiufigkeitsverteilung mit Mittelwert 3,0

Note abs. Haufigkeit

! 0 Streuungsparameter

2 0 Mittelwert 3,000

3 24 Varianz 0,000

4 0 Standardabweichung 0,000

5 0 Variationskoeffizient 0,000
24.5 SPSS

Die Berechnung der Lage- und Streuungsparameter erfolgt in SPSS {iber den Meniipunkt ,,Haufigkei-
ten“ und dort den Button ,,Statistik.

Einstellung des Fensters ,,Statistik*

B Haufigkeiten B ] Haufigkeiten: Statistik =
M’Lﬂﬁﬂi[ﬂl- |W Perzentilwerte LagemaRe
& cewielt @) laswic) T ] Baartie] - [ Mittehvert
W‘ 9] Trernwverte fir: 10| dleiche Gruppen | [v] pegian
S [ perzentis: [¥] Modiatveert
li‘ [ [T Summe

[¥] Haufigkeitstabellen anzeigen

[ wierte sind Gruppenmittelunkte

| o [ Entogen || zwtcksetzen || amwrechen |[ e

Streuuny Verteilung

N | [ Star ichung [+ Minimum [ Schiete

Watianz [¥] Maimum [ ] Kurtosis

[¥] Spanmwveite [] Standardfehler
wieter || awbrechen || Hire
Ausgabe
Die Berechnungen von SPSS liefern die nachstehenden Werte fiir die Streuungsparameter.

Gilltige Kumulierte N Glltig 20
Haufigkeit Prozent Prozente Prozente Fehlend 0
Giltig 61 2 10,0 10,0 10,0 Mittelwert 6440
62 4 20,0 20,0 30,0 Median 6500
63 1 50 50 35,0 Modus 65
64 2 10,0 100 450 Standardabweichung 02280
65 6 30,0 30,0 75.0 Varianz 000520
66 1 50 50 80,0 Spannweite ,07
67 1 50 50 85,0 Minimum 61
68 3 15,0 15,0 100,0 Masimum 68
Gesamt 20 100,0 100,0 Perzentile 25 6200
50 6500
75 6575
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3 Bivariate Statistik

Bei der bisherigen Betrachtungsweise stand immer nur ein Merkmal X im Fokus der Analyse. Werden
zwei oder mehr Merkmale X, Y, ... betrachtet, steht i.d.R. nicht die Verteilung des einzelnen Merkmals
im Vordergrund sondern auch der Zusammenhang zwischen den Merkmalen. Letzteres ist nicht
zwangslédufig, tritt aber sehr hdufig auf.

Bei der Betrachtung von zwei Merkmalen spricht man von bivariater Statistik, bei mehr Merkmalen
von multivariater Statistik. Grundsétzlich kdnnte eine beliebige Anzahl von Merkmalen analysiert und
in einer Haufigkeitsverteilung dargestellt werden. Jedoch treten erhebliche Einschréankungen bei der
Anschauung bei mehr als zwei Variablen auf.

Zur ersten Veranschaulichung dient hier das aus der Okonomie bekannte Beispiel des Zusammenhan-
ges zwischen Einkommen < Konsum. In den Zeilen stehen die Konsumklassen, in die Spalten die
Einkommensklassen. Der markierte Wert 7 steht fiir sieben Probanden, die bei einem Einkommen von
20 Geldeinheiten einen Konsum von 15 Geldeinheiten aufweisen.

* Gut erkennbar ist an dieser Tabelle, dass mit steigendem Einkommen auch der Konsum steigt,
da bei hoherem Einkommen die geringen Konsumklassen weniger Probanden aufweisen.

= Des Weiteren ist — wenn auch etwas schlechter - erkennbar, dass bei steigendem Einkommen
die Sparquote steigt, d.h. mit zunehmendem Einkommen immer mehr vom Einkommen ge-
spart wird. Erkennbar ist dieses daran, da der Anteil der oberhalb des blauen Pfeils liegenden
Fille, also der Fille, die nur einen Teil des Einkommens konsumieren, immer grof3er wird.

Hiufigkeitsverteilung mit absoluten Héiufigkeiten

Einkommen
10,00 15,00 20,00 25,00 Gesamt
Konsum 5,00 2 0 0 0 2
—
10,00 8 N 1 1 15
-y

15,00 0 5 \Q{‘.’ 8 20

20,00 0 0 2 \g 10

25,00 0 0 0 3 3

Gesamt 10 10 10 20 50

Hiufigkeitsverteilung mit bedingten relativen Hiufigkeiten als Spaltenprozente

Die Argumentation beziiglich des Zusammenhanges zwischen der Sparquote und dem Einkommen
lasst sich deutlich besser anhand der bedingten relativen Spalten-Haufigkeit fiihren. Betrachtet
man die Prozente unterhalb des blauen Pfeils, so wird deutlich, dass der Anteil deren, die ihr ge-
samtes Einkommen konsumieren, von 80% bei 10 GE Einkommen auf 15% bei 25 GE Einkom-

men sinkt.
Einkommen
10,00 15,00 20,00 2500 Gesamt
Konsum 5,00 Anzahl 2 0 0 0 2
% innerhalb von Einkommen 20,0% 0% 0% ,0% 4,0%
10,00 Anzahl \8 5 1 1 15
% innerhalb von Einkommen 80,0% \50,0% 10,0% 5,0% 30,0%
15,00 Anzahl 0 7 8 20
% innerhalb von Einkommen 0% 50,0% \@,0% 40,0% 40,0%
20,00 Anzahl 0 0 \ 8 10
% innerhalb von Einkommen ,0% ,0% 20,0% \4@% 20,0%
2500  Anzahl 0 0 0 A 3
% innerhalb von Einkommen 0% 0% 0% 15,0% 6,0%
Gesamt Anzahl 10 10 10 20 50
% innerhalb von Einkommen 100,0% 100,0% 100,0% 100,0% 100,0%
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3.1 Mathematische Definitionen
Zweidimensionale Urliste

Grundlage fiir die weiteren Definitionen ist die nachstehende Struktur einer zweidimensionalen
Urliste:

L X; Y;
1 X, Y,
2 X, Y,
n Xn Yo

Merkmalswert X(w;) = X; bzw Y(w;) = Y;

Den Wert, den ein Merkmal X oder Y einer statischen Einheit w; miti = 1, ..., n annimmt, heif3t
Merkmalswert X (w;) = X; bzw. Y(w;) =Y,

Merkmalsrealisationen

Fiir ein- oder mehrfach auftretende Merkmalswerte steht eine Merkmalsrealisation x fiir das
Merkmal X und y fiir das Merkmal Y. Die Menge aller m,, bzw. m,, Merkmalsrealisationen einer
Gesamtheit werden wie folgt bezeichnet:

X1, X2, X3, s X, = X mitk =1, ...,my
Y1 Y2, Y3 s Y, = Yy mitl =1,...,m,
Zweidimensionale absolute Hiufigkeitsverteilung

Gegeben sei eine statistische Gesamtheit () mit n Einheiten w4, w5, ..., w,, an denen die Merkmale
X und Y mit den m, und m,, sich voneinander unterscheidenden Merkmalsrealisationen x; und y;
beobachtet wurden.

Dann heift die Anzahl, mit der das Auspriagungspaar (xi;y;) beobachtet wurde, absolute Héufig-
Kkeit h(xk; yl)

Die nachstehende Tabelle der absoluten Haufigkeiten ist definiert als Kreuztabelle der Merk-
male X und Y.

& ¥ ¥ = ¥ | g h
X

X h‘l;l hl;z o hl* o hl,my h (xl )
X, h,, h,, e hy, = Py, h (xz)
X . . hy hhmy h (lfc )
‘)”mx hmx;l hmx 2 my my .My h(xmx)

h h(y) h(y,) h(») h(3, ) u

Anmerkung

Weitere Bezeichnungen fiir eine Kreuztabelle

Nominalskalierte Merkmale Kontingenztabelle
Ordinal- oder kardinalskalierte Merkmale Korrelationstabelle
Tabelle mit m, = m,, quadratische Kreuztabelle
Tabelle fiir zwei dichotome Merkmale Vierfeldermatrix
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Relative Haufigkeit

Gegeben sei eine Haufigkeitstabelle mit den absoluten Haufigkeiten h(xy; y;). Dann ist die rela-
tive Haufigkeit definiert durch

h(xi; 1)
n

f X y) =

Die nachstehende Tabelle ist als zweidimensionale relative Hiufigkeitstabelle definiert.

Y :

X yl yZ y ymy f
x Ju Sz S Fon Flsg)
X2 f2,1 f:,: S ji,m]' S (““2)
X S Jea o Jei v T %)
xmx me=1 -f)‘ﬂX,Z o fmx,i fm)nmi' f(xmx)

i f(n) S | S | A(w) .

Anmerkung

* Die Bestimmung der relativen Héufigkeit bezieht sich immer auf das n der gesamten Tabelle.
Bedingte relative Hiufigkeit

Gegeben sei eine Haufigkeitstabelle mit den absoluten Haufigkeiten h(xy; y;). Die Hiufigkeit, mit
der das Merkmal X die Merkmalsrealisation xj, annimmt unter der Bedingung, dass das Merkmal
Y die Ausprigung y; besitzt, heilit bedingte relative Haufigkeit

h(xi; y1)

f ey = =5

Die folgende Tabelle ist als zweidimensionale, bedingt relative Haufigkeitstabelle definiert.
5 ¥ ¥, ¥ Vo,
X

X Falw) | FxDn) |7 r&l) | A ] vw)

Xs f(xz yl) f(xz yz) f(xz yf) f(xz ymy)

Xk f(kayl) f(xk‘yz) f(kaJ"f) f(xk‘ymf)

=1 f(meHyl) f(xmx|yz) f(meHyf) f(xmx

Vo)

|Summe‘ ‘ 1 ‘ 1 | ‘ 1 ‘ ‘ 1 ‘

Anmerkung

= Diese Berechnung ist identisch mit den Spaltenprozenten.
* Analog gilt fiir die Berechnung der Zeilenprozente
h(xie; y1)
» Die Bestimmung der bedingten relativen Héufigkeit bezieht sich immer auf das n der Spalte
oder Zeile der Tabelle.
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Kovarianz (empirische Kovarianz)

Seien X und Y zwei kardinalskalierte Merkmale. Dann ist das arithmetische Mittel aus dem Pro-
dukt der jeweiligen Abweichungen vom Mittelwert als empirische Kovarianz definiert

n
1
Sey = =) (Xi= D%~ )
i=1

Anmerkung

=  Aus den bisherigen Analysen eines Merkmals ist die Varianz als Giite fiir die quadratische
Streuung der Messwerte um den Mittelwert bekannt:

1% 1%
5% = EZ(Xi - %) = EZ(Xi - (X~ D)

Die Kovarianz greift diese Definition der Streuung auf, verschriankt aber die beiden Merkmale
durch das Produkt der jeweiligen Abweichung vom Mittelwert. Die Kovarianz ist damit ein
Parameter fiir die gemeinsame Streuung der beiden Merkmale.

» Die nachstehende Formel stellt den Ansatz fiir die Berechnung mit den Daten aus der Haufig-
keitsverteilung dar.

m, My

Sxy = Z Z hii(xk =) — ¥)
k=11=1

Kovarianz unter Beriicksichtigung der Freiheitsgrade (Streuungsparameter)

Seien X und Y zwei kardinalskalierte Merkmale. Dann ist das arithmetische Mittel aus dem Pro-
dukt der jeweiligen Abweichungen vom Mittelwert als Kovarianz definiert

n

1 _ _

Sxy = mZ(Xi -x)Y; -y
i=

Kovarianz unter Beriicksichtigung des Verschiebungssatzes

Seien X und Y zwei kardinalskalierte Merkmale. Dann gilt fiir die empirische Kovarianz die fol-
gende Beziehung:

n n

1 _ B 1 .

Sxy = EZ(XL' -0 -y) = ;(Z X;Y; — nxy)
i=1 i=1

Richtung des Zusammenhanges

= [st das Vorzeichen der Kovarianz positiv Cov > 0 so liegt eine gleichldufige Variation vor.
D.h., dass die Verdnderung eines Merkmals zu einer gleichgerichteten Verdnderung des ande-
ren Merkmals fiihrt.

= [st das Vorzeichen der Kovarianz negativ Cov < 0 so liegt eine gegenldufige Variation vor.
D.h., dass die Verdnderung eines Merkmals fiihrt zu einer gegenldufigen Verdnderung des an-
deren Merkmals.

Anmerkung

= Die vergleichende Interpretation der Kovarianz, d.h. ob die Streuung hoch oder niedrig ist, ist
derzeit noch nicht mdglich, da die Kovarianz maBstabsabhéngig ist.
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3.2 Herleitungen & Berechnungen

3.2.1 Aufbau & Interpretation von Kreuztabellen

Urliste => Kreuztabelle

Nachstehend sind zwei Formen einer Urliste (nur Ausschnitte

abgebildet.

Urliste in Excel

: Excel und SPSS) mit zwei Merkmalen

Einkommen| Konsum

i X Y;
1 10 5
2 10 5
3 10 10
4 10 10
5 10 10
6 10 10
7 10 10
8 10 10
9 10 10
10 10 10
11 15 10
12 15 10

© @~ o s W N -

P | Y
=)

Urliste in SPSS
I Einkommen | Konsum
10,00 5,00
10,00 5,00
10,00 10,00
10,00 10,00
10,00 10,00
10,00 10,00
10,00 10,00
10,00 10,00
10,00 10,00
10,00 10,00
15,00 10,00
15.00 10.00

Eine Héaufigkeitsverteilung fiir zwei oder mehr Merkmale wird auch als Kreuztabelle bezeichnet. Soll
diese manuell anhand der obigen Daten erzeugt werden, so geht man sukzessiv entsprechend der nach-
stehenden Kreuztabelle vor. Die erste Zelle beinhaltet alle Fille, die ein Einkommen von 10 GE und
einen Konsum von 5 GE aufweisen. Die Anzahl dieser Fille ermittelt man anhand der Urliste, was in
diesem Fall 2 Fille sind. Bei den anderen Zellen ist analog vorzugehen, was dann zu der folgenden
kompletten Kreuztabelle fiihrt.

Einkommen
10 15 20 25

K 5 2
2 10 8 5 1 1
n

15 5 7 8
s
v 20 2 8
m 25 3

In SPSS ist dieser Prozess wesentlich schneller zu realisieren

Kreuztabellen iiber das Menii ,,Pivot-Tabellen* erzeugen.

Einkommen

10,00 16,00 20,00 2500 Gesamt

Konsum 5,00 2 0 i ] 2
10,00 g 5 1 1 15

15,00 0 5 7 a8 20

20,00 0 0 2 ] 10

25,00 0 0 ] 3 3

Gesamt 10 10 10 20 50

. Auch in Excel lassen sich sehr einfach
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Kreuztabelle mit absoluten Hiufigkeiten

Nachstehend wird durch die Pfeile der Zusammenhang zwischen den Definitionen und der Kreuztab-

elle verdeutlicht.

s i a\ ¥z » Y h
1
X \ h1,1 \ h1,2 I h my I h(xl)
Xy h2;1 \ hz,z h:,' hy my / h (Az)
X h]c;l h}c,z hk,l hk,mr h (xk )
xmx \thJ \ th:z hmx,i My iy h(me)

] e Lo [ o0 [
O\

" Einkommen Ll
10,00 15,00 20,00 75,00 Gesa/m/
Konsum S,ﬁU 2 0 0 0 v
10,00 8 5 1 1 1
15,00 0 5 7 8 0
20,00 0 0 2 8 0
25,00 0 0 0 3 3
"Gesamt 0 10 10 20 V5o I
Randverteilungen

Die bisher bekannten eindimensionql-éh Verteilungen entsprechenden Randverteilung, d.h. der Sum-
menspalte bzw. Summenzeile. ’

" Einkommen

[ Gultige Kumulierte

Haufigkeit Prozent Prozente Prozente

Gultig 10,00 10 20,0 20,0 20,0

15,00 10 20,0 20,0 40,0

20,00 10 20,0 20,0 60,0

25,00 20 40,0 40,0 100,0
Gesamt 50 100,0 100,0

Konsum

< Gultige Kimulierte

Haufigkeit | Prozent Prozente Prozente

Glltg 5,00 2 4,0 4,0 4,0

10,00 15 30,0 30,0 34,0

15,00 20 40,0 40,0 74,0

20,00 10 20,0 20,0 94,0

25,00 3 6,0 6,0 100,0
Gesamt 50 100,0 100,0
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Relative Haufigkeiten

Kreuztabellen mit ausschlieBlich absoluten Héaufigkeiten sind schwer zu interpretieren. Durch relative
Haufigkeiten wird dieses deutlich verbessert. Bei Kreuztabellen werden drei Arten von relativen Héu-
figkeiten unterschieden:

= Relative Haufigkeit auf die Gesamtsumme
» Bedingte relative Haufigkeit beziiglich der Spalten
» Bedingte relative Haufigkeit beziiglich der Zeile

e Relative Hiufigkeit auf die Gesamtsumme

Bei der relativen Héufigkeit auf die Gesamtsumme wird der prozentuale Anteil der Zelle in Rela-
tion zur Gesamtanzahl der Félle bestimmt. Die erste Zelle beinhaltet zwei Fille, wodurch sich der

relative Anteil von % = 0,04 oder 4% ergibt.

Einkommen
10_00_ 15,00 20,00 2500 Gesamt
Konsum 500  Anzahl :" 2% 0 0 0 2
% der Gesamtzahl | ®+,4,0%,¢] 0,0% 0,0% 0,0% 4.0%
10,00 Anzahl 8 5 1 1 15
% der Gesamizahl 16,0% 10,0% 2,0% 20% 30,0%
15,00  Anzahl 0 5 ¥ 8 2
% der Gesamizahl 0.0% 10,0% 14,0% 16,0% 40,0%
20,00 Anzahl 0 0 2 ] 10
% der Gesamizahl 0.0% 0,0% 4.0% 16,0% 20,0%
2500  Anzahl 0 0 0 3 %]
% der Gesamizahl 0.0% 0,0% 0,0% 6,0% 6,0%
Gesamt Anzahl 10 10 10 20 50
% der Gesamizahl 20,0% 20,0% 20,0% 40,0% 100,0%

Diese relativen Héufigkeiten sind fiir Interpretationen meist auch nicht brauchbar. Hierfiir sind die
bedingten relativen Haufigkeiten besser geeignet.

e Bedingte relative Haufigkeiten fiir Spalten (Einkommen)

Die nachstehende Definition fiir die bedingte relative Haufigkeit einer Spalte soll an der ersten
Spalte erldutert werden.

h(xi; y1)
h(y))

Man spricht hier von einer bedingten Haufigkeit, da in der ersten Spalte prozentualen Werte unter
der Bedingung, dass das Einkommen 10 GE entspricht, berechnet werden. xj, ist die absolute
Haufigkeit der k-ten Zelle unter der Bedingung ;.

fCely) =

Einkommen

10,00 15,00 20,00 25,00 Gesamt
Konsum 5,00 Anzahl 2 0 0 0 2
% innerhalk von Einkommen 20,0% 0,0% 0,0% 0,0% 4 0%
10,00 Anzahl 8 g 1 1 15
% innerhalh von Einkommen 80,0% 50,0% 10,0% 50% 30,0%

15,00  Anzahl ] 5 7 g 2
% innerhalb von Einkommen 0,0% 50,0% 70,0% 40,0% 40,0%
20,00  Anzahl 0 i 3 g 10
% innerhalk von Einkommen 0,0% 0,0% 20,0% 40,0% 20,0%
2500  Anzahl 0 0 0 3 3
% innerhalk von Einkommen 0,0% 0,0% 0,0% 156,0% 6,0%
Gesamt Anzahl 10 10 10 2 a0
% innerhalh von Einkommen 100,0% 100,0% 100,0% 100,0% 100,0%

- Seite 60 -



Statistik & Methodenlehre

¢ Bedingte relative Hiufigkeiten fiir Zeilen (Konsum)

Bei den bedingten relativen Héufigkeiten werden die prozentualen Werte fiir die jeweilige Zeile
bestimmt und die Argumentation gilt analog.

FOnlxe) = h(xix; 1)
HHET R
y; ist die absolute Héufigkeit der 1-ten Zelle unter der Bedingung x;,.
Einkommen
10,00 15,00 20,00 25,00 Gesamt
Konsum 5,00 Anzahl 2 0 0 0 2
% innerhalb von Konsum 100,0% 0,0% 0,0% 0,0% 100,0%
10,00 Anzahl 8 5 1 1 15
% innerhall von Konsum 53,3% 33,3% 6,7% 6,7% 100,0%
15,00  Anzahl 0 g 7 g 20
% innerhalkh von Konsum 0,0% 25 0% 350% 40,0% 100,0%
20,00  Anzahl ] o 2 8 10
% innerhalb von Konsum 0,0% 0,0% 20,0% 80,0% 100,0%
2500  Anzahl 0 0 0 ] 3
% innerhall von Konsum 0,0% 0,0% 0,0% 100,0% 100,0%
Gesamt Anzahl 10 10 10 2 a0
% innerhalb von Konsum 20,0% 20,0% 20,0% 40,0% 100,0%

Interpretation

Bei der Tabelle mit den Spaltenprozenten steht das Einkommen in den Spalten. Es ist festzustellen,
dass mit hoherem Einkommen zwar der Konsum steigt, jedoch nicht mehr das gesamte Einkommen
konsumiert wird. Volkswirte sprechen in diesem Zusammenhang mit einer zunehmenden Sparneigung
bzw. von einer abnehmenden Konsumneigung, die auch plausibel ist. Die Tabelle mit den Zeilenpro-
zenten lasst sich diesbeziiglich deutlichschlechter interpretieren.

Empfehlungen fiir den Tabellenaufbau

e Die relativen Haufigkeiten auf die Gesamtanzahl sind erfahrungsgemaB seltener fiir die Interpre-
tation notwendig.

e Die bedingten relativen Zeilen- oder Spaltenhédufigkeiten sind hingegen haufig erforderlich.

»  Grundsitzlich ist es vorteilhaft, die bedingten relativen Haufigkeiten aus Sicht der unabhéngi-
gen GroBe und nicht aus Sicht der abhéngigen GroBe berechnen.

* Bei dem obigen Beispiel wird die Auswirkung des Einkommens auf den Konsum untersucht.
Das Einkommen ist hier die unabhéingige und der Konsum die abhéingige GroBe.

» Da die unabhéngige Variable das Einkommen ist und in den Spalten steht, ist mit den Spalten-
prozenten zu arbeiten.

*  QGrundsitzlich kime man zu dem gleichen, gut interpretierbaren Ergebnis, wenn das Einkom-
men in den Zeilen angeordnet wire und die Zeilenprozente ausgewiesen wiirden. Erfahrungs-
gemil ist aber die Anordnung der unabhingigen Grofe in den Spalten fiir den Betrachter
leichter zu erfassen.

e Des Weiteren sollte Folgendes beachtet werden:

= Tabellen sollten zur leichteren Interpretation mdglichst einfach aufgebaut werden. Dabei sind
mehr als zwei Dimensionen, die grundsatzlich denkbar sind, zu vermeiden.

= Zellen sollten neben den absoluten Haufigkeiten mindestens eine aber auf jeden Fall auch
nur eine bedingte Hiufigkeit enthalten.

=  Wihrend einer Prisentation sollte nicht zwischen den Interpretationsweisen gewechselt wer-
den.
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3.2.2 Kovarianz

3.2.2.1 Herleitung

Die Berechnung der Varianz bei einem Merkmal ist bekannt. Das Quadrieren der Differenz X; — X
lasst sich auch in Form eines Produktes schreiben:

1% ., 1v i _
5 = 5;(&- ok =EZ(XL- = ) (X = 0)

1
Sy =7 ) K= D) * (=)
i=1

Diese Schreibweise zeigt sehr deutlich die Analogie von Varianz und Kovarianz. Der Unterschied be-
steht darin, dass bei der Kovarianz das Produkt aus den Differenzen beider Merkmale besteht und auf
diese Weise beide Merkmale miteinander verschriankt werden.

Auch bei der Kovarianz kann mit Hilfe des Verschiebungssatzes die Berechnung vereinfacht werden.
Vor dem Beweis sei noch einmal auf die folgenden Voriiberlegungen verwiesen

1 n n
X =— E Xi@nf: E Xi!
n. .
i=1 i=1

die natiirlich fiir beide Merkmale X und Y gilt.

n

1 I

Sy == ) (K= D¥ ~7)
i=1

n

1 o

& 5oy == XYy = X = Vik + 5)
i=1

n n n n

S 5oy == Xi= Y Xy = ) Vg + ) %)
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n

S 50y == XHi=7 ) Xg=% ) Y+ niy)
i=1 i=1 i=1

n
1
S Sy = E(Z XY, —ynx — xny + nxy)
i=1
1 n
S Sy = ;(Z X;Y; —nyx — nxy + nxy)
i=1

n
1 __
S Sxy = ;(ZXLYL —nyx)
i=1
Auch hier konnte eine weitere Vereinfachung erfolgen:
n
1 __
S Sxy = ;ZXLYL —yx
i=1

Da der Term = Y1 X;Y; dem Mittelwert von X;Y; entspricht ist auch die folgende Schreibweise mog-
n
lich:

& Sy =Ty — JX

- Seite 62 -



Statistik & Methodenlehre

3.2.2.2 Berechnungen

Die Kovarianz ist die entscheidende und in diesem Zusammenhang neue Grofe bei der Betrachtung
zweier Merkmale. Die Berechnung der Varianz bei einem Merkmal ist bekannt. Nun ldsst sich die
Quadratur der Differenz X; — X auch in Form eines Produktes schreiben:

v T ) )
s= 5;(&- — %)? =5;(Xi — %) * (X — ©)

Diese Schreibweise zeigt sehr deutlich die Analogie von Varianz und Kovarianz. Der Unterschied be-
steht darin, dass bei der Kovarianz das Produkt aus den Differenzen beider Merkmale besteht und auf
diese Weise beide Merkmale miteinander verschriankt werden.

n

1 I

Sy =7 ) K= DG =)
i=1

Auch bei der Kovarianz gibt es verschiedene Moglichkeiten der Berechnung. Die gebrauchlichsten
sind in diesem Fall aber die mittels der Urliste und die mittels des Verschiebungssatzes. Der Ansatz
iiber die Kreuztabelle wird in diesem Fall weniger verwendet.

n n
1 _ 1 __
Sey = 2 ) X =D =7) == XY =)
i=1 i=1
Bei den nachstehenden Beispielen werden exemplarisch die Kovarianzen berechnet und diskutiert. Die
nachstehenden Daten stellen die Gewinn und DV-Kosten zweier Unternehmen {iber mehrere Jahre dar.
Der Zusammenhang ist in beiden Féllen mittels der Kovarianz zu untersuchen.

Unternehmen 1 Unternehmen 2
Jahr Gewinn  DV-Kosten Xi*Yi Gewinn  DV-Kosten Xi*Yi
1 10 30 300 100 300 30.000
2 15 30 450 150 300 45.000
3 15 100 1.500 150 1.000 150.000
4 20 50 1.000 200 500 100.000
5 20 100 2.000 200 1.000 200.000
6 25 80 2.000 250 800 200.000
7 30 50 1.500 300 500 150.000
8 30 100 3.000 300 1.000 300.000
9 30 250 7.500 300 2.500 750.000
10 35 180 6.300 350 1.800 630.000
11 35 330 11.550 350 3.300 1.155.000
12 40 200 8.000 400 2.000 800.000
13 45 400 18.000 450 4.000 1.800.000
14 50 500 25.000 500 5.000 2.500.000
15 50 600 30.000 500 6.000 3.000.000
Mittelwert 30 200 118.100 300 2.000 11.810.000
Sxy (N) 1.873,3 187.333,3
Sx,y (n-1) 2.007,1 200.714,3

Kovarianz Unternehmen 1

o Urliste

Sey =757 * (10— 30) * (30 = 200) + (15 — 30 * (30 — 200) ...)

1
Sxy = 1z * 28.100 = 2.007,143
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e Verschiebungssatz

Sxy = 5—1 % (118.100 — 15 % 30 * 200) = 2.007,143
Kovarianz Unternehmen 2
e Urliste
Sxy = T * ((100 — 300) * (300 — 2.000) + (150 — 300) * (300 — 2.000) ...)

1
Sxy = 1z * 2.810.000 = 200.714,3

e Verschiebungssatz

Sxy = 5-1 *(11.810.000 — 15 * 300 * 2.000) = 200.714,3

Interpretation

e In beiden Fillen ist die Kovarianz positiv, d.h. der Zusammenhang ist gleichgerichtet und somit
fiihrt die Steigerung der unabhéngigen Grofie zu einer Steigerung der abhéngigen Grofle.

e Obwohl beide Grafiken bis auf den Mafistab vergleichbar sind und man eine identische Kovarianz
vermuten wiirde, ist diese mit sy, = 2.007,43 bzw. s, ,, = 200.714,3 unterschiedlich. Beide
Kovarianzen unterscheiden sich um den Faktor 10 * 10 = 100, der sich aus den mit 10 multipli-
zierten Merkmalswerten ergibt.

e Die Kovarianz ist somit mafistabsabhéngig und in dieser Form nur wenig aussagefihig. Die-
ser Mangel wird aber bei spiteren Berechnungen korrigiert.

3.3 SPSS

Auswahl des Menii-Items ,,Kreuztabellen*
B D1 Einkommen Konsum Kindersa [Datensetl] - SPSS Statistics Daten Editor, |

Datei  Bearbefen Apsicht Daten Transformieren | Analysieren Diagramme  Exras  Add-Ons  Fenster  Hilfe
EEHE [ & mEER & H Berichte v
1 e 10,0 Deskriptive Statistiven P | 123 Haufigketen..
; Tabsll b | Pyl Deskriptive Statistix o
Einkommen KnnsumJ Kindi SRt L etV Rolid a
1 1000 S_DU tittelwverte vergieichen ] Q Explorative Datenanalyse...
A ! !
2 1000 500 Allgemeines lineares Model 13 @ Hreuztabellen. .,
3 100 1000 Werallgemeinerte lineare Modelle P | [12] verhattnis
4 TH 1n a0 Gemischte Madelle » | [ p-p_Disgramme...

Grundstruktur der Tabelle

Fenster fiir die grundlegende Struktur der Tabelle, d.h. die zu analysierenden Variablen und deren An-
ordnung

B Kreuztabellen &J
Zejle(n): | i=tiken |
4;9 Einkommen — =
f Kansum ‘ - | |
Kineler —— | Fgrmat |
Spatten:
E3
~Schicht Twon1
[+
Ij Gruppierte Balkendiagramme anzeigen
Ij Keine Tahellen
Zuriicksetzen H Abbrechen H Hilfe
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Erliuterung

Die Felder ,,Zeilen” und ,,Spalten” enthalten die Variablen, die in diesen Bereichen angezeigt wer-
den sollen.

Stehen in diesen Felder mehrere Variablen werden mehrere Kreuztabellen erzeugt.

Uber das Feld ,,Schicht 1 von 1 besteht die Option einer weiteren Differenzierung der Zeilen-
werte, womit im Grunde eine dreidimensionale Haufigkeitsverteilung generiert wird. Dabei wird
zuerst nach der in ,,Schicht 1 von 1¢ stehenden Variablen und dann nach der in ,,Zeilen* stehen
Variablen differenziert.

Zellen-Inhalte definieren

Uber den Button ,,Zellen ...« gelangt man zum nachstehenden Fenster, in dem die anzuzeigenden
Werte in den Zellen festgelegt werden. Neben den ,,Beobachteten Haufigkeiten* lassen sich dort auch
die bedingten relativen Héufigkeiten selektieren.

B Kreuztabellen: Zellen anzeigen Lth
Haufigkeiten
o]
| Erwvartet
rProzentwerte 1 rResiduen
D Zeilenweise E| Micht standardisiert
"] spatenwsise [] standardisiert
D Gegamt [| Korrigiert standardisiert

-Nichtganzzahlige Gewichiungen

> Anzahlin den Zellen runden ) Fallgesvichte runden
() Anzahlin den Zellen stutzen () Fallgewvichte stutzen
(1 { : | keine Korrekturen
| weter ][ abrecren |[ i
Graphiken
Uber das Item ,,Diagramme* -> ,,Diagrammdarstellung® wird der Dialog fiir graphische Darstellungen
geoftnet.
e Menii-Item ,,Diagrammerstellung*
@ D1 Einkommen_Konsum_Kinder.say [DatenSet1] - SPSS Statistics Daten-Editor
Datei  Bearbefen Ansicht Daten  Transformieren  Analysieren | Disgramme  Exdraz  Add-COns  Fenstel
= E % E" Lolle g ’JEE-B“ & "% @ %'ﬂ} [_)\agrammers{ellung..
27 E;@j Grafitatel-vorlagenauswahl
| Emknmmen| Kansum ‘ Kinder | vl “Weraltete Dislogfelder 4
1 | 1000 on 0
[ ]

Optionsfenster fiir Diagrammerstellung
» In diesem Fall ist die Diagrammform ,,Streu- / Punktdiagramm® sinnvoll.
*  Von den méglichen Optionen fiir Streudiagramme ist die eingekreiste Option zu wahlen.

» Die Variable ,,Einkommen® ist dann als die unabhingige Variable auch die X-Achse zu ziehen
und die Variable ,,Konsum* als abhéngige Variable auf die Y-Achse.

» Die letzte Grafik zeigt dann das unter diesen Bedingungen erzeugt Streudiagramm.
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rg Diagrammerstellung Lé

Mariablen: Diggera
&9 Einkotnimel
é Konzum,
& Kinder

74
»

Konsum

Keine Variablen

Q Einkommen

Galerie ' Grundelemente | GruppenPunkt-ID TitelFulinaten |
Auzwwahlen aus:
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4 Zusammenfassung zur deskriptiven Statistik
4.1 Univariate Statistik

Nicht klassierte Hiufigkeitsverteilungen

statistische Grofie Benennung
Statistische Einheit w
Anzahl der Elemente der Gesamtheit n

Bezeichnung der Elemente der Gesamtheit

W1; W W35 e Wy
w; firi =1bisn

Statistische Gesamtheit

Qwq, Wy, W3, ..., Wy)
Q) miti =1,...,n

Merkmal X
Merkmalswert X(w;) = X;
Anzahl der moglichen Merkmalsrealisationen m
Bezeichnung der Merkmalsrealisationen X1 Xo; f3; 5 Xm
xj fiirj = 1 bism
absolute Haufigkeit h (x) —
bezogen auf eine bestimmte Ausprigung x; J J
relative Haufigkeit h(x]-)
bezogen auf eine bestimmte Auspragung x; fl) =f; = 0

Relative Summenhéufigkeit

F(xj)=f(Xij)=Zfr

Haufigkeitsfunktion
(relative Haufigkeiten)

f(x)={

f(x)); fir x = x;
0; furx # x;

Verteilungsfunktion
(relative Haufigkeiten)

0 fiir alle a < x;

F(a) = F(xj) firallex; <a < xj,4;j=12.m—1

1 fiiralle a > x,,

Klassierte Hiufigkeitsverteilungen

(daher x;, statt x; als Mittelwert der Klasse)

statistische Grofie Benennung
Anzahl der moglichen Auspragungen m
(Anzahl der Klassen oder Intervalle)
Bezeichnung der Auspriagungen . x .
anhand der Klassenmitte X1 X2, X3 o0 s Xm

x furk = 1 bism

absolute Héufigkeit .

bezogen auf eine bestimmte Ausprigung X ) h(xic) =

relative Haufigkeit .

bezogen auf eine bestimmte Ausprigung X g fxi) = fi

Hiufigkeitsdichte hP(x;) = hY = 3
Axy
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Lageparameter

Median (Zentralwert)

X414 fiir n ungerade
s

> (X% + X§+1 fiir n gerade
Modus (Hiufigster Wert)
Fiir nichtklassierte Daten gilt
Xy : dasjenige x;, fiir das h(x;) maximal ist
Bei klassierten Daten gilt:
Xy dasjenige xy, , fiir das h(x) ) maximal ist
Arithmetisches Mittel

n m m
_ X1+X2+X3+Xn 1 X 1Zh f
X = = — ;= — 3 T— 2k X
n n z t n4 ) ) z J )

Geometrisches Mittel

_ nl h
XG=VX1*X2*X3*...*XH=\/xll*xz * Xg° K Lk X

Gewichtetes (arithmetisches) Mittel
Xgew = Ni=1 X; * g; mit g; > 0 firallei und Y7 g; = 1

oder

_ _ Zn=1 Xi*xgi . . .

Xgew = mmlt gi > 0 fiir alle i.
Streuungsparameter

Spannweite (Range)

w = max X; — min X;
i=1,..,n i=1,.,n

Mittlere absolute Abweichung

n m m
1 _ 1 _ _
d =ZZ|Xi — X, =;Zhj * |x; — X | =Zf] * |x; — 2|
i=1 =1 =1

n
1 _
d ::n__ 1:§:|X}'_ le
i=1

Varianz

n m m
=S D= Y by (gD Y [y (g~ D)
n i n J J J J

i=1 j=1 j=1

1 n
52 = — 1Z(Xi — %)
i=1
Standardabweichung

s =5

Variationskoeffizient

S
V==
X
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Zuliissigen Parameter in Abhiingigkeit vom Skalenniveau.

Skalenniveau
LS - = R
S S < = s =R
KollektivmaB g % 5 s % I f:; @
— = - v
g S = > g
Lageparameter
Modus Ja Ja Ja Ja
Median Ja Ja Ja
Arithmetisches Mittel Ja Ja
Geometrisches Mittel Ja
Streuungsparameter
Spannweite Ja Ja Ja
Quartile / Quartilsabstand Ja Ja Ja
Mittlere absolute Abweichung Ja Ja
Varianz / Standardabweichung Ja Ja
Variationskoeffizient Ja
4.2 Bivariate Statistik
statistische Grofie Benennung
Statistische Einheit W
Anzahl der Elemente der Gesamtheit n
. . W1, Wy, W3; ... Wy
Bezeichnung der Elemente der Gesamtheit Lo .
w; fiiri =1bisn
.. . Q(wq, Wy, W3, ..., Wy)
Statistische Gesamtheit Qo) miti= 1, .0
Merkmal XY
X(w;) = X;
Merkmalswert ! !
Y(w) =Y
Anzahl der méglichen Merkmalsrealisationen m, bzw. m,,
X15 X5 X35 w05 Xy,
xp firk = 1bism
Bezeichnung der Merkmalsrealisationen k . o . x
Vi: Y25 Y35 -5 ymy
y firl = 1 bism,
absolute Héufigkeit fiir (x;; y;) h(x,; v
h(xy;
relative Haufigkeit fiir (x; y;) fxi;y) = M
. . N . h(xi; 1)
bedingte relative Haufigkeit fiir Spalten (xi; v;) fxly) = ————=
h(y1)
. R e h(x|y1)
bedingte relative Haufigkeit fiir Zeilen (x; v;) flely) = m
my k
Randhéufigkeit beziiglich der Auspragung x;, h(x) = Z h(xly1)
=1
My
Randhéufigkeit beziiglich der Auspragung y, h(y) = Z h(xe |y
k=1

Kovarianz

n n
1 _ B 1 o
Sxy = ;Z(Xi - -y = ;(Z X;Y; —nyx)
=1 i=1
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